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Punts d’equilibri globalment atractors

ANNA CIMA

Resum: Un punt d’equilibri d'un sistema dinamic continu o discret és un atractor
global si I'orbita de qualsevol punt tendeix a aquest punt d’equilibri quan el temps
tendeix a infinit. En aquest article tractem el problema de donar condicions suficients
perque un punt d’equilibri d’'un sistema dinamic sigui un atractor global. En particular,
ens centrem en els problemes continu i discret de Markus-Yamabe i en les condicions
de LaSalle. Obtenim algunes respostes afirmatives a I’existéncia d’atractor global i
trobem diversos exemples que no la presenten. Al final explicitem un cas en que el
problema no esta tancat. Els resultats que es presenten s’han obtingut en collaboracié
amb Armengol Gasull i Francesc Mafiosas, i estan extrets dels articles comuns que se
citen a la bibliografia.

Paraules clau: sistemes dinamics continus i discrets, atractor global, conjectura de
Markus-Yamabe, conjectura jacobiana, teorema de linealitzacio.

Classificacio MSC2010: 35A24, 37Cxx.

1 Introduccio

Sigui F: R™ — R™ una aplicacio de classe C! i considerem el sistema d’equacions
diferencials associat
X = F(x). (1)

Suposem que p és un punt d’equilibri de (1), és a dir, F(p) = 0. Es diu que
p és un atractor global del sistema dinamic induit per (1) si per a tot x € R",
@ (t,x) tendeix a p quan t tendeix a infinit, on @ (t,x) és la solucié de (1) tal
que @ (0,x) = x.

L’existencia d’un atractor global implica que la dinamica generada per
F és de les més simples possibles. I donar condicions perqué F tingui un
equilibri que sigui un atractor global té moltissimes aplicacions: en el camp
de I’economia (vegeu [15, 2, 19]), en la dinamica de poblacions, en models
epidemiologics (vegeu [30, 22, 34]), etc.

El 1960 L. Markus i H. Yamabe van posar la conjectura segiient (vegeu [28]):
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CMY(n). Sigui F una aplicacio de classe C' de R"™ a R" tal que, per a qualse-
vol x € R™, la matriu jacobiana de F a x té tots els valors propis amb part real
negativa. Si F(p) = 0, aleshores p és un atractor global de X = F (x).

Recordem que el teorema de linealitzacié afirma que, si F(p) = 0 i la matriu
jacobiana de F a p, JF(p), té els seus valors propis amb part real negativa,
aleshores p és un atractor local de x = F(x).

Abans que l'article de Markus i Yamabe es publiqués, Hartman ja havia
demostrat que per a n arbitrari, un punt d’equilibri p és un atractor global
de x = F(x) sila matriu JF(x) + JF(x)! té tots els valors propis negatius per a
tot x € R™; vegeu [21].

A I'article esmentat, Markus i Yamabe van demostrar que la conjectura era
certa per a n = 2 en el cas que una de les components de F només depengués
d’una variable.

Es facil veure que si CMY(n) és certa, aleshores F ha de ser injectiva.
Altrament existirienaib, amb a#bi F(a) = F(b). Si definim G(x) = F(x+a) —
F(a), tenim que JG(x) també compleix les hipotesis de la conjectura pero té
dos punts d’equilibri diferents, x = 0ix = b — a, i, per tant, G no té un atractor
global.

L’any 1963, C. Olech va provar que, en el cas pla, el resultat és cert si i
nomeés si F és injectiva (vegeu [31]). I no va ser fins vint-i-cinc anys després que
ell mateix, juntament amb G. Meisters, va provar que el resultat era cert per a
aplicacions polinomials planes ([29]).

Per tant, sorgia la pregunta de si el resultat era cert per a aplicacions
polinomials en qualsevol dimensi6. De seguida es va relacionar aquesta con-
jectura amb ’emblematica conjectura jacobiana. Ho van fer Fournier i Martelli.
Recordem la conjectura jacobiana.

CJ(n). Sigui F una aplicacio polinomial de C"* a C" tal que el determinant de la
matriu jacobiana de F en X és una constant diferent de zero per a totx € C".
Aleshores F és bijectiva.

Per veure la seva relaci6 amb CMY(n) G. Fournier i M. Martelli van usar
I'anomenat teorema de reduccio, provat el 1982 per diversos autors; vegeu, per
exemple, [13]. Segons aquest teorema, per provar la conjectura jacobiana n’hi
ha prou de considerar aplicacions polinomials de la forma F = —I + H, on H és
homogénia de grau 3 amb JH nilpotent. I van enunciar el resultat segiient:

SiCMY (n) és certa per a tot n > 2 i per a totes les aplicacions polinomials
de la forma —1 + H amb H de grau 3 i JH nilpotent, aleshores la conjectura
Jjacobiana és certa.

Efectivament, si la conjectura jacobiana no és certa, hi haun n € Niun
camp F: C" — C" no injectiu de la forma F = —I + H. Aleshores, definint
F:R2" - R2" per a

F = (ReF;,ImF,...,ReF,,ImF,),

tenim que F té la mateixa estructura que F i, per tant, com que la part lineal
de F(x) és —I, obtenim que, per a tot x € R", la matriu JF(x) té tots els valors
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propis iguals a —1; és a dir, estem en les hipotesis de CMY(n) i, per tant,
tindriem un contraexemple de la conjectura de Markus-Yamabe.

Els especialistes en la conjectura jacobiana diuen, per experiencia, que si
una conjectura implica la jacobiana, aleshores, molt probablement, la primera
és falsa. Per tant, valia la pena centrar-se en la cerca de contraexemples de la
conjectura de Markus-Yamabe per al cas polinomial per a n > 3.

Per al cas de camps de classe C1, 'any 1995 R. Fessler [14], C. Gutiérrez [20]
i també A. A. Glutsyuk [18] van demostrar, independentment, que el resultat
era cert per a aplicacions planes de classe C!. Ho van fer usant el resultat de
Meisters i Olech, és a dir, provant la injectivitat de F.

En dimensi6é més gran o igual que 4, 'any 1996 J. Bernat i J. Llibre van
donar exemples d’aplicacions de classe C! que satisfan les hipotesis i tenen
una orbita periodica, contradictoria amb I'existéncia d’un atractor global [1].

Finalment, el 1997 A. Gasull, F. Manosas i jo mateixa, en collaboraci6 amb
els algebristes holandesos A. van den Essen i E. Hubbers vam donar exemples
d’aplicacions polinomials a R” per a n > 3 que satisfan les hipotesis de CMY(n)
i que tenen Orbites no acotades [4].

A la secci6 2 d’aquest article explicaré la genesi d’aquests contraexemples;
a la seccio 3 tractaré la versio discreta d’aquesta conjectura, mentre que a la
seccio 4 estudiaré altres problemes d’atracci6é global per a sistemes discrets
i a la seccio 5 continuaré aquest estudi per al cas que I'aplicacié provingui
d'una equacio6 en diferéncies. Els resultats que presentaré s’han extret dels
articles [5, 6, 7, 811 [9].

2 Contraexemples polinomials a CMY(n) peran > 3

DEFINICIO 1. Es diu que f: R™ — R és una funcio quasi-homogénia amb pe-
S0S Wy, Wo,...,Wy 1 quasi-grau d si

f(AWleiAWZXZ’---’AwnXTL) = Adf(XI,X2,...,Xn) (2)

per a tot A > 0 i per a tot x € R™. Els pesos w; son nimeros reals diferents de
zero; en particular, poden ser negatius.

OBSERVACIO. Notem que si f és una funcié quasi-homogénia amb pesos
w1, Wo,..., Wy i quasi-grau d, aleshores, per a tota constant ¢ # 0, f és també
una funci6é quasi-homogenia amb pesos cw1, cwo,...,cw;, i quasi-grau cd.

Clarament, si f és una funci6 quasi-homogénia amb pesos 1,1,..., 1 i quasi-
grau d, aleshores f és homogenia de grau d.

DEFINICIO 2. Es diu que F = (F1,F»,...,Fy): R"* — R" és un camp quasi-
homogeni amb pesos wiy,w,...,wy i quasi-grau d si cada F; és una fun-
ci6 quasi-homogeénia amb pesos wy, wo,...,wy, i quasi-grau w; + d — 1. Es diu
que F és un camp quasi-homogeni lineal si és un camp quasi-homogeni de
quasi-grau 1.
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A partir d’ara considerem camps quasi-homogenis lineals, és a dir, suposem
que cada component F; te quasi-grau w;.

LEMA 3. Sigui F un camp quasi-homogeni lineal amb pesos w1, wy,..., Wy I
considerem el sistema X = F(x). Aleshores F és invariant pel canvi y; = AVix;
perai=1,...,n.

PROVA. Hem de mostrar que siles components de x(t)=(x(t), x2(t),...,xn(t))
son soluci6 de x; =F;(x), perai=1,...,n, aleshores y(t) = (A% x,A%2x>,...,
AWnx,) també és solucio:

Yi=AYiX; = AV Fi(x1(t), x2(t),...,xn(t)) =
= Fi(A¥ x1 (1), A%2x2 (1), ..., AW xp (1)) = Fi(y(t)). O

DEFINICIO 4. Donats els pesos wi, w», ..., wy,, definim la semirecta que passa
pel punt x € R™ com

Ly = {(AWix1,A%2x5, ..., A% xy,) 1 A € RT L.

La proposicié segiient generalitza un resultat ja conegut per als sistemes
homogenis.

PROPOSICIO 5. Siw;wj > 0 per atoti,j € {1,2,...,n}, aleshores el compor-
tament de les orbites prop de 'origen determina el retrat de fase global. En
particular, si 'origen és un atractor local, aleshores és un atractor global.

PROVA. Podem suposar que w; > 0 per a toti = 1,2,...,n, de manera que
Iorigen estara a la clausura de les semirectes. Suposem que coneixem les
solucions de x = F(x) en un entorn B de I'origen i sigui x € R™. Aleshores, per
a A prou petita, el punt z = (A%ix,A%2x,,...,AWnXx,) estara a B. Sigui z(t)
la soluci6 de X = F(x) que passa per z, és a dir, tal que z(0) = z. Pel lema 3,

sabem que
x(t) := ((i)m 21(b), (%)wz Z(t), ..., (%)w zn(t)>

és també una solucio. I és clar que x(0) = x.
D’altra banda, també és clar que si z(t) tendeix a I'origen quan t va a infinit,
aleshores x(t) també tendeix a I’origen quan t va a infinit. O

EXEMPLE. Considerem la familia de sistemes segiient:

X = —X,
Y =-y+ax’z+bx*+cz?,
Z=—z+dx?
Tots aquests sistemes son quasi-homogenis lineals amb pesos 1, 4, 2. Com
que la part lineal al (0,0, 0) té el valor propi —1 amb multiplicitat 3, pel teorema

de linealitzaci6 el (0,0,0) és un atractor local. Per la proposicié anterior podem
dir que el (0,0,0) és un atractor global.
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DEFINICIO 6. Sigui X = F(x) i considerem un punt x € R™. Direm que la solucio
que passa per X és de tipus exponencial si

x(t) = (x1e™t xoe™t .. x,e™Mnt)
per a certs mi, mo,...,my € R.
PROPOSICIO 7. Sigui F un camp quasi-homogeni lineal amb pesos w1, wo, ..., Wy

i sigui Lx la semirecta que passa per x. Aleshores, Ly és invariant pel flux
de x = F(x) si i només si la solucio que passa per x és del tipus x;(t) = x;je™it,
onm; =cw; peraalgun c € R.

PROVA. Sigui Ly = {(AWix],A%2x5,...,A%nxy,) : A € RT} i considerem la para-
metritzacio A = et, és a dir,

Ly = {(eWlx, eW2lx,, ... e¥nlx,)  t € RT}.
Si Lx és invariant pel flux, aleshores existeix p(t) tal que
wie%itx; = p(t)Fi(e®'txy, e%?lxs, ... e¥nlixy).

Degut a la quasi-homogeneitat de F, aquesta darrera condicié pot ser escrita
com w;x; = u(t)F;(x). Per tant, u(t) = u és independent de t; és a dir,

wix; = uFi(x), i=1,2,...,n. 3)

Si p = 0, aleshores x = 0. Com que 'origen és un punt critic de X = F(x), la
solucié també pot ser considerada d_e tipus exponencial.

Si p #0, considerem x; (t) :=xie71t. Aleshores, x(t)=(x1(t),x2(t),...,xn(t))
és la soluci6é que passa per X ja que

. wi wi wi wy wp wn
xi(t) = jxie il Fi(x)ent =Fi(x1en bt xoe v b, xpe n b).

Aquesta darrera igualtat és deguda al fet que F és quasi-homogeni lineal amb
pesos wi,w»,...,Wy, i ens diu que la solucié que passa per x és de tipus
exponencial.

Per provar el reciproc, considerem x € R™ tal que la seva soluci6 sigui
xi(t) = x;e™it amb m; = cw;.

Sic =0, aleshores x;(t) = x;peratott e Ritoti=1,2,...,n,itots els
punts de Lx séon punts critics de F.

Si ¢ # 0, aleshores x;(t) = F;(x(t)) implica que

cw;x;e Wit = F;(x1eY1t, xpeW2t . xpeWnl) = eCWil Fi(x).

Per tant, w;x; = (1/c)F;(x). Aleshores, usant (3), veiem que Lx és invariant pel
flux. O
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NoOTA. Hi ha sistemes que tenen solucions de tipus exponencial i no sén quasi-
homogenis. Per exemple, el sistema

X =—-x+xy—x2y%+2x%y,
Y=y +x?-x3y-2xy?

té la solucio x(t) = xpet, y(t) = (1/x0)e~t i no és quasi-homogeni.

De la proposicio anterior es dedueix que (per a camps quasi-homogenis)
les solucions exponencials passen per aquells punts x = (x1,...,X,) € R" que
satisfan el sistema d’equacions quasi-homogenies

cwix; =Fi(x), i=1,2,...,n. 4)

Es facil veure que, si F és quasi-homogeni, aleshores, o bé el conjunt de solu-
cions d’aquest sistema es redueix a x = 0, o bé, si x # 0 és solucio, cada punt
de Lx també és una solucié. Posem-ne un exemple.

EXEMPLE.

Aquest sistema és quasi-homogeni lineal amb pesos 1, 4, 2. Per trobar les
solucions de tipus exponencial hem de resoldre el sistema (4), que, per a aquest
sistema, s’escriu com

cx =-x, 4cy=-y+x%z, 2cz=-z-x°.

Les solucions son {(x, —’%xz) :x € R} ichadeseriguala —1.Perax > 0
(resp. x < 0) obtenim una orbita del sistema que passa, per exemple, pel
punt (3,-27,9) (resp. (-3,-27,9)) i la soluci6 que passa per (3,—-27,9)
(resp. per (-3, -27,9)) és de tipus exponencial: x(t) = (3e~!, —27e 4t 9e~2t)
(resp. x(t) = (=3e~t,—27e 4t 9e—21)),

Passem ja a construir els contraexemples. Comencem considerant camps
del tipus F = AI + N, on A € R, I és la matriu identitat i N és nilpotent; és a
dir, JN (x) té tots els valors propis iguals a zero per a tot x € R". Aleshores,
JF(x) té tots els valors propis iguals a A en tot x € R". Per tant, considerem
A < 0 per tal d’estar a les hipotesis de la conjectura.

Suposem n = 2. Aleshores N nilpotent implica que

ANL N2 _ . ONLON: _ON1ON:

ox oy ' ox dy 0y ox =0

Per tant, existeix H(x, y) de manera que N; (x,y) = _%’ No(x,y) = g—g iel

hessia de H és identicament zero. D’un resultat classic de geometria diferencial
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sabem que, per mitja d'una transformaci6 afi, podem escriure H(u,v) =
u+g(v) (vegeu [12]i[11]). Per tant, H(x,y) = ax + By +y +glax + by +c¢)
ens proporciona una familia d’exemples de Markus-Yamabe en dimensi6 2:

F(x,y)=(QAx-bf(ax +by +c),Ay +af(ax +by +c)),
on f = g’, que la podem estendre a R" per a n > 3:
F(x) = (Ax1 = b(x3) f(u),Ax2 + a(x3) f(u),Axs,...,Axn)

amb u = a(x3)x1 + b(x3)x2 + c(x3) i a, b, c funcions arbitraries de classe C!.
Prenent a(x3)=ax}, b(x3)=bxT", c(x3) =01 f(u) =uk(a,beR, k,[, meN),
obtenim el teorema segiient.

TEOREMA 8. Considerem la familia de camps de la forma

F(X)=(Ax1—bxax1x, +bxoxi) K Axz +axh(axi X+ bxaxk Axs, ..., Axy)).

Aleshores:

(i) Per atota,b,A € R, k,l,m € N, F és quasi-homogeni lineal amb pesos
(x1,000,...,00) = (m+ kl,l+ km,1 —k,...,1-k).

(ii) Per a tot A € R amb A < 0, F satisfa les hipotesis de la conjectura de
Markus-Yamabe.

(iii) PeratotA € R amb A < 0, k # 0 un nuimero parell, |, m e N ambl +# m
i peratota,b € R, I'equacio diferencial X = F (x) té orbites no acotades.

PROVA. La demostraci6 dels apartats (i) i (ii) consisteix en calculs senzills, que
ometem. Per veure (iii) considerem el sistema diferencial X = F(x). Aleshores
les semirectes invariants queden determinades per les solucions del sistema
format per les equacions F; (x) = cx;jx;, perai=1,...,n; és a dir, les solucions
de

Ax1 — bx (axixh + bxaxiHk = c(m + kl)x1,

Axz + axi(axixh + bxaxk = (1L + km)x,
Axi=c(l-k)x;, i=3,4,...,n,

que son
( A
c = >0
1-k ’
—bB _
Sy EC
-B A k
k-1..1+km
Xy X =— ],
|72 7 a (bA(l—m))
on A = /\w iB = /\W. Com que k és parell, el sistema

anterior sempre té solucions reals (prenent x3 = 1, per exemple). Siguin X1, X»
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i X3 unes solucions de les tres primeres equacions i prenem X; niimeros reals
arbitraris per a cada i > 4. Aleshores

_ A(m+kD
x1(t) = xje 1k ¢
o Axkm)
X2 (t) = Xpe 1-k
xi(t) = )'cie“, i=3,4,...,n,

és soluci6 de x = F(x). I, comque A < 0, k > 1im+ kl > 0, tenim que
x1(t),x2(t) — o quan t — oo, O

De tots aquests sistemes, el més simple és:

X1 = —x1 + x3(X1 + X2X3)?,
X = —X2 — (X1 + X2x3)2,
X'i = —Xji, i= 3,4,...,n.
Es quasi-homogeni lineal amb pesos (1,2, -1,...,—1) i té orbites no acotades,

com ara
x1(t) = 18el, x»(t) = —12e%t, x3(t) =e7L,...,xn(t) = e L.

Per tant, I'origen no és un atractor global i prova que CMY (n) és falsa per
an =3/

3 El problema discret de Markus-Yamabe

Considerem ara la dinamica generada per les iteracions d’una aplicacio F: R" —
sio xk+1) = F(x(®). L’orbita d'un punt x© és la successio x® i els punts fixos
de F son els punts en queé ’orbita és constant. Es facil veure que si per a una
condici6 inicial x(©, la successié x¥) és convergent, aleshores el limit és un
punt fix de F. Un punt fix és un atractor local si té un entorn V tal que totes les
orbites que comencen a V tendeixen al punt fix. I és un atractor global quan
V és tot I'espai. En el cas discret, també tenim un teorema de linealitzacio:
si F(p) = p i la matriu jacobiana de F a p, JF (p), té els seus valors propis de
modul més petit que 1, aleshores p és un atractor local del sistema dinamic
discret generat per F. Per tant, és natural fer-se la pregunta seglient:

PMYD(n). Si F: R" — R" és una aplicacio de classe C! amb F(0) = 0 tal que
per a tot x € R" la matriu jacobiana de F a x té els seus valors propis de modul
més petit que 1, és cert que x = 0 és un atractor global del sistema dinamic
discret generat per F?

Per a n = 1, la resposta és trivialment afirmativa.
Per a n = 2, ja hi ha contraexemples. El professor W. Szlenk, el 1994, va
proposar I'aplicacio

ky3 ka3 )

Fx.y) = <_1+x2+y2’1+x2+y2
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Observem que

1 F 1 F 1 F 1 F 1
< k—1’0> - <O’ k—l) - ( k—1’0> - (0’ k—1> - ( k—1’0>’
i que quan k € (1, f) aleshores JF(x) té tots els valors propis de modul
menor que 1 per a tot x = (x, y) € R2. La preséncia d’aquesta orbita periodica
de periode 4 és contradictoria amb I’existéncia d’un atractor global.
Per a n = 3, les aplicacions quasi-homogeénies també ens proporcionen una
resposta negativa a PMYD(n):

1
Fi(x) = 5x1 4 x3(x + x2x3)%,

1
Fx) = >X2 - (X1 + x2X3)2,

Fi(x) = 1xl, i=3,4,...,n

L’aplicacié F és quasi-homogenia lineal amb pesos (1,2,-1,...,—1) i té la
solucié no acotada:

147 -63 k
k) _ k 2k (1
X (32 25— 3 2 <2> ,0,...,0).

Un calcul simple mostra que F(gg(k ) = xk+1) ég a dir, que x¥) és solucio, i és
. 147 -
la soluci6 que passa per (=5 55 350 1,0, .,0); vegeu [6].
Resta, doncs, obert el cas polinomial quan n = 2. Ara veurem que en aquest

cas la resposta és afirmativa.

TEOREMA 9. Sigui F: R? — R? una aplicacié polinomial amb tots els valors pro-
pis de JF(x) amb modul més petit que 1 per a tot x € R2. Aleshores, existeix un
unic punt fix que és un atractor global del sistema dinamic discret generat per F.

Abans de demostrar el teorema necessitem dos resultats.

LEMA 10. Sigui F: R™ — R™ una aplicacio polinomial tal que JF (x) té tots els
valors propis amb modul més petit que 1 per a tot x € R", Aleshores, el polinomi
caracteristic de JF (x) és independent de X.

PROVA. Sigui Px(A) el polinomi caracteristic de JF(x) i siguin Ay, A2,..., A, les
seves arrels. Aleshores,

Px(A) = A" — (A" L o (1) "y,

on
n

tj = Z AilAiz - 'Ain-
1,02, =1
i1 <ip<---<ij
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Com que [A;| <1 peratoti=1,2,...,n, per la desigualtat triangular tenim

que |£;| < kj, on
n

kj = Z 1,
i1yt =1
i1<ip<---<ij
per a tot j = 1,2,...,n. D’altra banda, com que les components de F son
polinomials i podem descriure cada t; com la suma de tots els menors d’or-
dre j que tenen la seva diagonal sobre la diagonal principal de JF(x), podem

concloure que t; és un polinomi en x per a cada j = 1,2,...,n. Com que els
unics polinomis fitats séon les constants, tenim que el polinomi caracteristic no
depén de x. O

L’altre resultat que necessitem és per a aplicacions triangulars.
DEFINICIO 11. Una aplicacié F: R" — R" és triangular si
F(X) = (Fl(xl),FZ(xl,XZ)y LI ;Fn(xI;XZ, LI !xn))'

Resulta que la pregunta PMYD(n) té una resposta afirmativa per a tota F
triangular de classe C! i en qualsevol dimensio.

TEOREMA 12. Sigui F: R™ — R™ una aplicacio triangular de classe C' tal que
JF(x) té tots els valors propis amb modul més petit que 1 per a tot x € R".
Suposem que F(0) = 0. Aleshores, x = 0 és un atractor global del sistema
dinamic discret generat per F.

PROVA. Provarem, per induccié sobre m, I'afirmaci6é segiient: Considerem
F: R™ — R™ una aplicaci6 triangular de classe C! tal que:

oF
ax1

OFm <1 i F(0)=0.
0Xm

oF: |
aXZ

Fixem x(© € R™ i sigui x**1 = F(x(®¥)). Aleshores existeixen kg suficientment
gran, M e R"iK € R, 0 < K < 1, tals que

Ix ¥tk < MK* peratoti=1,2,...,m.

Si provem aquest resultat, clarament, la successio d’iterats convergira a 0 per a
tota condici6 inicial x(?,

La demostracio per al cas m = 1 és molt senzilla. Pel teorema del valor mitja,
per a cada x € R, tenim que F(x) — F(0) = F'(§)x, on & esta entre 0 i x. Aixo
ja implica que [x©@| > x| > |x@| > ....Si diem que K = max{|F'(x)] :
—1xO] <x < [xO}iM = |x@], tenim que 0 < K < 1, per hipotesi, i

IxP] <K|x©] = MK, [x?P] <K|xPV| <MK?,..., |x®| < MKk,
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Suposem ara que l'afirmaci6 és certa per a tot m < s i provem-ho per
am=s.

Fixem x(© € RS~ Aplicant la hipotesi d’inducci6, tenim que existeixen ko,
M iK tals que

x*tko)) < MK¥ peracadai=1,2,...,s — 1iperatotk € N.

No és restrictiu canviar x(© per x*0) i suposar que

Ixfk)l <MK¥peracadai=1,2,...,s—1iperatotkeN. (5)
Considerem
x® = Fo(x®1) = Fo (e 280 L xlkel) =
X(k—l) a
s Fs (k-1 _(k-1) (k-1)
= X , X yeey Xooq b)) dt+
|, St &0
x5 oF
s s (k-1) _(k-1) (k-1)
+ —(x , X yees X L E,0)dE+ - - -
[ s e &80
(k=1)
X1 OF
+J 3 (t 0,...,0) dt.
0 0x
Per la hipotesi d’inducci6, sabem que per atot k € N,peratoti < s
iperatott € [0, x(k ], els vectors (x1 xék ,..,1,0,...,0) pertanyen a un
compacte L. Per a cada i < s, sigui M; el maxim Valor que pren afj alLi
anomenem M = max{M;,M>,...,Ms_1}.

Usant que si a < b, aleshores |ff f)ydt| < ff |f(t)] dt, podem escriure

] < D)+ MOx T+ xS+ YD, 6)
A partir de les equacions (5) i (6) obtenim:
Ix®| < [x*D| 4+ (s = 1)MMK*1, (7)

Anomenant C = (s — 1)MM, i treballant aquesta desigualtat inductivament,
tenim que

k 0 1, -2 0
x| < |xO) + C(KS + K* +---+1)s|x§’|+ﬁ.

(k) (k)

és una successio fitada. Com que el mateix és cert per a x;

perai=1,2,...,5s — 1, existeix R > O tal que |x§k)| <Rperai=1,2,...,s.1
podem definir

Per tant, x;s

Dzmax{ 3 Vo, eeas Vs) :IyilsR,izl,Z,...,s}
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i assegurar que D és estrictament més petit que 1. Aixo implica que la desigual-
tat (6) pot ser substituida per

— - k—1 k—1 k—1
xR < DIx* D1+ M(IxE P+ x5S0+ -+ V)

ila desigualtat (7), per
Ix®| < DIx*V| + CK* 1, (8)
Seguint aquesta desigualtat recurrentment, tenim que

Ix®| < DDIx* 2| +K2C) + KM IC <

< Dx{| + C(K*' + DK*2 4 ... + DK ) <
< D¥|x©| + kC(max(K,D))*! <
kC
< K,D)* [ (0) 7] <
< max( )" | xs |+max(K,D) =
< M(k)K¥,

on hem anomenat K = max(K, D), que clarament compleix 0 < K < 1i M (k) =

x| 4 ﬁ. Observem que M (k) és lineal en k.

Ara considerem 0 < K <K, de manera que % < 1. Com que I'exponencial do-
mina els polinomis, tenim que limy_. o, (%)kM(k) =0 i, per tant, (%)kM(k) <M.
Ajuntant tot el que hem provat:

k
Ix®| < M(k)RF = (E) M(k)K* < MK,

i hem acabat la inducci6.

Aixi, per a toti = 1,2,...,n, tenim que limg_ Ixfk)l = 0 il’origen és un
atractor global per al sistema dinamic discret generat per 'aplicaci6 triangu-
lar. O

Passem ja a demostrar el teorema 9. Usarem uns resultats classics de
F. Dillen [11] (1991) i de K. Jorgens [23] (1954) sobre I’estructura dels polinomis
amb hessia constant.

PROVA DEL TEOREMA 9. Sigui F = (P, Q). Aleshores, pel lema 10,

P 3Q ., _9POQ _3PdQ

h=5% dy 27 9x 0y 0y ox

son constants.
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Considerem F = F — (t1/2)I := (P, Q). Aleshores

Per tant, existeix un polinomi H(x,y) talque P = —0H /0y i Q = 0H/dx,iel
hessia de H és la constant t. Si £, # 0, aplicant els resultats de I’article [11]
sabem que via un canvi complex afi, x = cu + pv +y, vy =au + bv +c, H es
pot escriure

H(¢p(u,v)) =+/—truv + h(u), on h és un polinomi en la variable u.

Suposem que t, < 0. Mirant la prova a [11] veiem que el canvi afi es pot
prendre a coeficients reals i, per tant, H(¢(u,v)) € R. Sigui doncs,

u\ u Y [« B
o(0)-4(0) (1) amwa- (3 5)
idet(A) = bx — ap, on tots els coeficients son reals. El canvi invers és
p! XY oA (X))t (Y
y Y c)’

La informacio que tenim és que H(¢p(u,v)) = \—fuv + h(u) i que P =
—0H/0y iQ = 0H/0x. Aplicant la regla de la cadena a H(¢ (u, v)), tenim:

S H$w,v) = a@o ) (fj) ~a(Pod) (L‘) = \-Tv + h'(w),

0 - u _ u —
%H(d)(u,v)) =B(Q o P) <v> —b(Pog) (v) =4/ —tu,

(o3G0 ()

és a dir,

Per tant,

<1?o¢) (u)_ 1 (B —(x) ~tHv +h'(w)
Qo) \v) det(A) \b -a e '
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Ara usarem aquesta igualtat per a calcular la conjugada de F via ¢.

4 = u , Pod\ (u
sl (G2))-
1 (B -« —thv + h'(u) (Y
" da” (b —a)( “Hu ) A ()‘
1 (0 -1 —hv+h ) (YY)
~ det(A) \1 O —Gu cl]

1 ——btu A (Y aute
~det(A) \\/—Hv + W () c) \av+pu))’
on ci, ¢ i ¢3 son reals i p és un polinomi en u. Veiem, doncs, que F és

conjugada via ¢ d’aquesta aplicaci6 triangular tan senzilla. Ara veurem com
sera la conjugada de F via ¢:

(¢ 'oFoq) (1’,‘) =¢! <F+ %1) <¢ (g)) =¢! (Fo ¢+ %4)) <Z‘> -
o) el ()
oaen(t) 4920 ()-

[ au+tc %‘u my\ [ kiu+ke

“Nov+pa)) T\0y) T\me) T \ksv +q) )
on kq, k> i k3 son reals i g és un polinomi en u. Per tant, F també és conjugada
d’aquesta senzilla aplicaci6 triangular F(u, v) := (kiu + k2, k3v + q(u)). Com
que son conjugades, tenen els mateixos valors propis, aixi que el jacobia de F
té tots els valors propis amb modul més petit que 1. Veiem, també, que F té un
unic punt fix. Fent una translacié que porti aquest punt fix al (0, 0) i aplicant el
teorema 12, tenim que 'origen és un atractor global per a F.

Suposem ara que t; = 0. De la demostracio de Dillen se segueix que, via
un canvi afi de coordenades, H es pot escriure com kv + h(u), on h és un
polinomi en u. Resseguint els mateixos passos que en el cas t» < 0, veiem que
F és conjugada d’una aplicacio6 del tipus (kiu + ko, k3v + p(u)), on p és un
polinomi en u. I el mateix per a F. I la mateixa conclusio.

Si t» > 0, larticle de Jorgens ens diu que, per forca, H(x, v) és un polinomi
quadratic. Per tant, F i F son aplicacions polinomiques de grau 1, per a les
quals és conegut que el fet de tenir valors propis més petits que 1 implica que
totes les orbites tendeixen a 1’origen. O
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Es podria pensar que la hipotesi F(0) = 0 no és essencial quan considerem
el problema discret de Markus-Yamabe. De seguida, pero, ens adonem que ’hem
de tenir en compte. Per exemple, si considerem el sistema dinamic generat per

F(x) =log(1 + e%),

és clar que |[DF(x)| = |F'(x)| < 1 pero no té cap punt fix.

Efectivament, a [6] provem una interessant relacié entre 'existéncia de punt
fix per a aplicacions polinomials que satisfan les hipotesis de Markus-Yamabe i
I’emblematica conjectura jacobiana. Expliquem ara aquest resultat.

Considerem el problema segiient:

LA CONJECTURA DEL PUNT FIX. Sigui F: R"™ — R™ una aplicacio polinomial tal
que, per a totx € R", la matriu jacobiana de F a x té tots els valors propis de
modul més petit que 1. Aleshores, F té un unic punt fix.

Considerant les parts real i imaginaria de les components d’una aplicacio
polinomial F: C" — C" i usant arguments estandard d’algebra lineal, és fa-
cil provar que aquesta conjectura pot ser formulada en la forma equivalent
seguent:

LA CONJECTURA DEL PUNT FIX. Sigui F: C" — C" una aplicacio polinomial tal
que, per a tot x € C", la matriu jacobiana de F a x té tots els valor propis de
modul més petit que 1. Aleshores, F té un unic punt fix.

TEOREMA 13 ([6]). La conjectura jacobiana és equivalent a la conjectura del
punt fix.

PROVA. Suposem que la conjectura jacobiana és certa i prenem F que satisfaci
les hipotesis de la conjectura del punt fix. Sigui G(x) = F(x) — x. Aleshores,
els valors propis de DG(x) son els valors propis de DF (x) menys 1. A partir
dels resultats obtinguts anteriorment, sabem que det DG (x) és constant. A més,
per hipotesi, sabem que aquesta constant no és zero. Per tant, G és invertible i
existeix un unic zero de G, que és I'inic punt fix de F.

Ara suposem que la conjectura jacobiana no és certa. Pel teorema de reduc-
cio, podem afirmar que existeix n € Ni G: C"* — C" polinomial i no invertible
de la forma

G(x) =x+H(X),

on DH (x) és una matriu nilpotent per a cada x € C". Ara, sigui g(x) = %G(x) i
y,z € C", y # z amb g(y) = g(z) = p. Definint h(x) = x + p — g(x), tenim que
h(y) = yih(z) = z. D’altra banda, com que DH (x) és una matriu nilpotent
per a cada x € C", tots els seus valors propis séon zero. De la definici6 de h(x)
obtenim

Dh(x) =x—-Dg(x) =x— (%X—I— %DH(X)) = %x— %DH(X),
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que implica que tots els valors propis de Dh(x) s6n 1/2. Per tant, h(x) esta sota
les hipotesis de la conjectura del punt fix i té dos punts fixos diferents. O

4 Els problemes de LaSalle

En aquesta secci6 exposaré els resultats obtinguts a [7].

Sigui F: R™ — R™ una aplicacié de classe C! i, com a la secci6 anterior,
considerem el sistema dinamic discret generat per F.

Donada una matriu A = (a;;) real nxn, definirem [A| = (|a;;[). Si F(0) = 0,
aleshores podem escriure F(x) com F(x) = A(X)X, on A(x) és una matriu de
funcions n x n. LaSalle, al seu llibre The Stability of Dynamical Systems (1976)
(vegeu [25]), va donar possibles condicions suficients per a tenir un atractor
global, generalitzacions del cas n = 1. Concretament:

(A1) |Al <1 per a cada A valor propi de A(x) i per a cada x € R".
(A2) |A| <1 per a cada A valor propi de |A(x)| i per a cada x € R™.
(B1) |A] <1 per a cada A valor propi de JF(x) i per a cada x € R™.

(B2) |A] <1 per a cada A valor propi de |JF(x)| i per a cada x € R™.

Tal com es pot observar, la condicié (By) és la que hem considerat quan
hem tractat I’anomenat problema discret de Markus-Yamabe. Va ser Meisters
qui ens va fer saber d’aquest llibre després d’escriure I'article [6]. En aquesta
seccio, encarem I’estudi dels problemes (Ay), (A2) i (B>).

Veurem que hi ha aplicacions polinomials que satisfan les hipotesis (A;)
0 (Ap) tals que I'origen no és un atractor global (vegeu les proposicions 161 17).
Quant a la condicié (B>), si que obtenim un resultat afirmatiu per a tot n > 2
en el cas que F sigui polinomial. El problema resta obert per a aplicacions de
classe C! que satisfan (B>).

Per construir els exemples polinomials ens sera molt util el lema segiient,
generalitzacié del lema 10.

LEMA 14. Sigui A(x) una matriu amb entrades polinomials tal que el conjunt
de tots els valors propis de A(x) per ax € R" és un conjunt fitat. Aleshores, el
polinomi caracteristic de A(x) és independent de x.

La prova es basa en el mateix: no hi ha polinomis fitats.

En el cas més simple, n = 2, podem considerar

_(C+px,y)  aqlx,y)
A(X’y)_< r(x,¥) C—v(x,y))’

on7r(x,y)q(x,y) = D? - p?(x,y)iCiD son constants. Aleshores, t; = 2C i
to = C? — D?. Per tant, els valors propis son C + D, que no depenen de (x, y).
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Per explicitar exemples que satisfan la condici6 (A;), prendrem A(x, y) de
la forma anterior amb la condicié |C = D| < 1. Per exemple, podem prendre
C=D=0,q(x,y)=1ir(x,y) = —p?(x,y). Ara imposem que aquestes
aplicacions F(x,y) = A(x,y)(x,y)T tinguin punts periodics.

LEMA 15. Sigui F(x,y) = A(x,y)(x, )T, on

p(x,») 1 )

Alx,y) = (—pZ(X,y) -p(x,y)

Sigui (xo, o) # (0,0) € R? i anomenem py, := p(Xn, Yn), 0N (Xn, yn) és literat
n-esim de (xo, yo) per F. Aleshores, (xg, o) és un punt periodic de periode k
de F sii només si

(i) Yk = —Pk-1Xo,

(ii) (po — Pk-1)(P1 — po) (P2 —p1) - - - (Pk-1 — Pk-2) = 1.

PROVA. Iterant k vegades I'aplicaci6 F, un calcul simple dona

Yk = —Pk-1Xk,
Xk = (Prk-1 — Pk-2) (Pk=2 — Pk=3) - - - (p2 — p1) (p1 — Po) (Poxo + Y0).

Com que (xg,»0) té periode k, (xx, vx) = (x0,Y0), i obtenim aixi les dues
igualtats anunciades. O

Es clar a partir del lema anterior que no podem tenir punts periodics de
periode 2, pero si que en podem tenir de periode k, amb k > 3. Podem obtenir
un exemple simple prenent k=4, amb p; = p3 = 11 pg = p2 = 0. Comencant a
(x0,>0) = (1,—-1), tenim que F(1,-1) = (-1,0), F(-1,0) = (—-1,1), F(-1,1) =
(1,0), F(1,0) = (1,-1). Hem de trobar, doncs, un polinomi p(x, y) tal que
p(1,-1) =p(-1,1) =0i p(-1,0) = p(1,0) = 1. El més senzill és p(x,y) =
x(x+y).

PROPOSICIO 16. Per ax € R™, sigui F(x) = A(X)X, on

X7 + X1X2 1 0 ... 0
—(x?+x1x2)° —(x?+x1x2) 0 ... O

Ax) = ] ]
0 0 0O ... O

Aleshores, F satisfa la hipotesi (A1) i té punts periodics de periode 4. En particu-
lar, origen no és un atractor global.

PROVA. Com que el polinomi caracteristic de A(x) és P(A) = A" — ;A" 14+ ..+
(-1)"t,it;i=0peratoti=1,2,...,n, tenim que A(x) satisfa la hipotesi (A;).
I1'orbita que comenca a (1,-1,0,...,0) és periodica de periode 4. O
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Pel que fa a la condici6 (A»), considerem A(x, y) de la forma

a 0
A(X,y): (T(X,y) b)’

ona,b € Rir(x,y) € R[x,y]. La matriu |A(x,y)| satisfa la condici6 (A»)
silal < 11|b| < 1. Podem veure que la hipérbola xy — 1 = 0 és invariant
per F(x,v) = A(x,y)(x,y)T (és a dir, que si un punt (x,y) del pla esta
sobre la hipérbola xy — 1 = 0, aleshores la seva imatge també ho esta) si

i només si ax?r(x, %) = 1 — ab. Per tant, si escollim »(x,y) = = “bxy ,
aleshores I'origen no sera un atractor global de I'aplicacié corresponent. Prenent
a = b = 3, escrivim la versio n-dimensional d’aquesta aplicacio.

PROPOSICIO 17. Sigui F(x) = A(X)X, on

3 3 3 0.0 ..0
A(x) = 5X1X5 3 O ... 0
0 00 .0
Aleshores, F satisfa la condicié (A») i la corba {(z, 2,0,...,0), z € R} és invari-

ant per F. En particular, I'origen no és un atractor global del sistema dinamic
discret generat per les iteracions de F.

PROVA. Els valors propis de la matriu |[A(x)| sén A; = % Ay = % iAj=0pera
tot j = 3,...,n. Per tant, F satisfa la condici6 (Az). A més, F(z,1/z,0,...,0) =
(z/2,2/z,0,...,0), fet que prova el resultat. O

Ara passem a donar respostes positives al problema de I'atraccié global.
Com deiem al principi d’aquesta seccio, si la condici6 (By) se satisfai F és un
polinomi, aleshores 1'origen és un atractor global. Per a fer la prova, necessitem
veure quina estructura tenen els polinomis que satisfan (B). Ens calen algunes
definicions. Per posar-ho en un marc més general, denotarem per K un dels
cossos Q, R o C. Considerem M = M(x) una matriu n X n amb coeficients a
I'anell de polinomis K[x], on x = (x1,X>,...,Xy). Un menor diagonal de M

€és un menor que té la diagonal inclosa en la diagonal de M. Si denotem per

a{ = a; J(x) I'element que és a la fila i i a la columna j de M, un producte

elemenml de llargada k és un element que s’escriu com

l] Lk
O'(ll)a' io) Ao (i)

on iy, iy,...,1k son k elements diferents de I = {1,2,...,n} i o € S, el grup
simetric de k elements. Direm que M és triangular per blocs si existeix una
particié I, I, ..., Iy de I tal que

2 =0 siiel,jelir<s,
"|leK sii,jel peraalgunr.
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Notem que després de reordenar els indexs, una matriu triangular per blocs és
de la forma

1 p1
bl - bl
: : 0 0 0
1 pP1
bp1 bpl
blﬂ1+1 blﬂlﬂﬂz
p1+1 p1+1
P 0 0
pi+l p1+p2 )
br’ﬁ-lﬂz . blﬂ1+P2
0
n—pi+1 n
bn—pk+1 bn—pk+1
n—pg+1
" ... bn

on b/ = agE{)) per a alguna permutacio o, i les entrades de les submatrius de la
diagonal son elements de K.

La proposici6 segiient relaciona les nocions anteriors amb la condici6 (By).
De fet, el que fa és caracteritzar les aplicacions triangulars per blocs. I ens
permetra usar que, si F(x) es pot escriure com F(x) = A(x)x i satisfa la condi-
cio (B2), aleshores A(x) és triangular per blocs. No en donarem la demostracio,
ja que és forca feixuga; la trobareu a [7].

PROPOSICIO 18. Sigui M = M (x) una matriu d’ordre m amb entrades a K[x],
onx = (xy,...,Xm). Les condicions segiients son equivalents:

(i) Existeix un x € R tal que, per a cadax € K™, tot valor propi A(x) de |M (x) |
compleix |A(X)| < «.
(ii) Cada producte elemental de M pertany a K.
(iii) detN € K per a tot N menor diagonal de M.
(iv) La matriu M és triangular per blocs.
(v) El polinomi caracteristic de |M(x)| té tots els coeficients a K.
(vi) Els valors propis de |M (x)| no depenen de Xx.

També necessitarem el lema segiient que, essencialment, esta provat a [16].
Recordem que el radi espectral d’'una matriu quadrada A es defineix p(A) =
max{|A| : A és un valor propi de A}.

LEMA 19. Sigui A una matriu quadrada d’ordre n. Aleshores

p(A) < p(lA]).
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PROVA. Seguint [16], direm que A és reductible si podem trobar una permutacié
que, en aplicar-la a les files i a les columnes de A, obtenim una matriu de la

forma
B 0
C D)’

on B i D s6n matrius quadrades. Si una matriu no és reductible, s’anomena
irreductible. Per a matrius irreductibles, un resultat més fort que el que hem
anunciat esta provat a la seccio 2 de [16]. Per tant, només hem de provar el
lema per a matrius reductibles. Observem que el conjunt de valors propis de
la matriu A és la uni6 dels conjunts de valors propis de les matrius B i D. Per
tant, podem reduir I'’estudi a matrius d’ordre més petit. Cadascuna de les noves
matrius és reductible o irreductible. En el segon cas, ja acabem la prova. En el
primer, continuem aquest procés fins que arribem a una matriu irreductible.d

Ara ja tenim les eines a punt per a provar el teorema principal d’aquesta
seccio.

TEOREMA 20. Sigui F: R™ — R™ una aplicacio polinomial que satisfa la condi-
cio (B2) ital que F(0) = 0. Aleshores, I'origen és un atractor global del sistema
dinamic discret generat per les iteracions de F.

PROVA. Sigui F tal que tots els valors propis de |JF (x)| tenen modul més petit
que 1. Per la proposicio 18, sabem que la matriu JF(x) és triangular per blocs.
A més, el lema 19 implica que té tots els valors propis de modul més petit
que 1. Per tant, existeix una base de R™ tal que I'aplicaci6 F(x) es pot escriure
com

F(X):(Fl(xl)!FZ(xl,XZ)!'"JFm—l(X11x2!!xm—l),Fm(Xl1x2!!xm)):
= (A1x1,A0x2 + L2 (x1),A3x3 + t3(x1,X2), ...,
A‘I’VL*IX‘WL*I+t7’YL*1(X1!X2,---’XM*Z)’Amme’-tm(xllXZ!---!X‘H’L*l))’
9
on cada x; € R"™", x = (x1,X2,...,Xm) € R", A; sOn matrius reals n; X n; i

t; son polinomis. A més, els valors propis de cada matriu A; tenen modul més
petit que 1. L’expressio anterior de F(x) és el punt clau de la prova, que és
similar a la del teorema 12.

Notem que podem descriure R" com la suma directa de R" per a i =
1,2,...,m. D’altra banda, com que cada matriu A; té radi espectral més petit
que 1, és conegut que, a cada R"i, podem considerar una norma | |; tal que

IAixili < dilxili, (10)
amb |d;| < 1. Definim D = max{di, d>,...,dm}. Aquestes normes indueixen
una norma a l'espai total que anomenarem | |.

Fixem una condici6 inicial x© € R" i demostrem que |x®| = |Fk(x(0))|

tendeix a zero quan k tendeix a infinit. Ho provarem per inducci6é sobre el
nombre de components de F(x). Demostrarem per induccio el resultat segiient,
que implica el teorema 20.
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Existeixen M > 010 < K < 1 tals que per a cada natural k, Ixik)l < MKX per
acadai=1,2,...,8

Per a s = 1, la prova és immediata gracies a (10). Suposem, doncs, que
el resultat és cert per a i < s i provem-lo per a i = s. Per la hipotesi d’in-
duccio sabem que, per a tot k, per atoti < siper atott € [0,1], els
vectors (x1 (k ,...,txfk), 0,...,0) estan continguts en un compacte L. Con-
siderem

) = IF x| =

1
- ‘ aFs(xlk Dotx D) de+
ot
19 (k1) kD
+ —FS( . ,0)dt + -

1
+ aatFS(txlk Y0o,...,0)dt

< DIx® D1+ M{xEV 1+ x0T+ Ix Y <

<DIx{* V| + (s = 1)MMKI,

on M és el valor maxim de les normes de les funcions continues gf;fl ,gf;; yen ’aif =
sobre el compacte L. Per tant, segons I’expressio anterior,
Ix®| < DIx* V| + (s = 1)MMK*1,
Si anomenem C = (s — 1)MM, tenim la desigualtat
Ix®] < D|x%V| 4+ cKk1, (12)

on remarquem que K i D estan entre 0 i 1. Observem que aquesta desigualtat
és la mateixa que (8). Usant, doncs, els mateixos arguments iteratius que en la
prova del teorema 12, s’acaba la demostracio. O

5 Atraccio global per a equacions en diferéncies

En aquesta secci6o estudiem condicions d’atraccié global per a successions
recurrents, també anomenades equacions en diferéncies.
Considerem una equaci6 en diferéncies d’ordre n:

Xni1 = f(X1,X2,...,Xn), (13)

onx; € Rif:R" — R ésde classe C!.
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Per a estudiar el comportament de les successions generades per (13), cal
estudiar la dinamica generada per les iteracions de

F(x1,X2,...,Xn) = (xX2,X3,..., f(X1,X2,...,Xn)). (14)

Considerem, doncs, el problema de I’atraccié global per a aplicacions de la
forma (14), amb f(0,0,...,0) = 0 (és a dir, F(0) = 0) tals que satisfan alguna
de les condicions (A1), (A2), (B1) o (By).

Veurem que, per a aquest tipus d’aplicacions, les condicions (Ap) i (B)
impliquen I'existéncia d’atractor global, mentre que per a les condicions (A;)
i (B1) mostrarem contraexemples a I’atracci6 global.

La condici6 (By) no implica I'existéncia d’atractor global. A I'article [8] es
presenta I’exemple

F(x,y) = (y,2e*y2 - bx).

Perab € (%, 1), F té un tnic punt fix i satisfa la condici6 (By).

Es pot veure que per a b més petita i proxima a 1, F té punts periodics de
periode 3 i, per tant, el punt fix no és un atractor global. El comportament
dinamic de F és molt complicat, ja que F es pot veure com un twist pertorbat;
vegeu l'article [8] per als detalls.

Ala figura 1 mostrem centenars d’iterats de tres orbites de F pera b = 0.999.

|
(=}
n
o
=)
[
[
o
N,
[

FIGURA 1: Tres orbites de F per a b = 0.999.

En aquest article presentem un exemple d'una aplicaci6é racional senzilla
que satisfa (By) i que té punts periodics (vegeu [9]).
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Considerem

F(x,y) = (y,mc;z)z—bx), (15)

amb els parametres a,b > 0. Es facil veure que, per a tot b # —1, F té un
unic punt fix: és el punt (xg, xg), on xg és I'nic punt d’ interseccié entre les
grafiques de p(x) == (b+1)xiq(x) = (1+X2)2, és a dir =(b+1)xp.1la

matriu jacobiana de F és:

0 1
JF(x,y) = _p ——tay |.

(y2+1)°

1(1+2

Les condicions necessaries i suficients perque el polinomi caracteristic d’'una
matriu tingui totes les arrels en el disc unitat es coneixen com les condicions de
Jury; vegeu, per exemple, [3, 26] i les seves referéncies. Per a matrius d’ordre 2,
es resumeixen en |T| < 1+ A < 2,0n T, A sOn la traca i el determinant de la
matriu, respectivament Per a la nostra matriu, la traca, que depen de (x, y),

ve donada per T = 0 y24 +1)3- Aquesta funci6 pren com a valor maxim
255 25V5 i 3125 3125, 0
54 2916
Obtenim, doncs, que per a tot (x,y) del pla se satisfa |T| < 355 |a|. Prenent

a, b amb les condicions

11664 - (3125 21)

lal </ 3155 =193 11662%"

(16)
assegurem que F satisfa (Bj).

Després d'un estudi numeric hem obtingut que, peraa = 9/5ib = 9/10,
I'aplicacio (15) té un punt fix a p ~ (0.554338,0.554 338) i una orbita de
periode 3 que conté q ~ (—0.097039,0.241 179). A més, per a aquests valors
de a i b se satisfan les desigualtats (16).

Provar analiticament I'existéncia de q no és una tasca facil, ja que és la
soluci6 de dues equacions polinomials de graus 21 i 89. Basant-nos en aquests
calculs, canv1em I'estrategia. Forcarem que F tingui una orbita de periode 3
en el punt ( 10 4) que és a prop del punt q, i considerarem a i b com a
incognites. Anomenem g(a,b) i h(a,b) els numeradors de la primera i la
segona components de ’equacio:

11 11
3 — =)= (_— =
F ( 10’4) ( 10’4>'

Les funcions g i h sén polinomis en les dues variables a, b de graus 51i 22, res-
pectivament. Per trobar els valors (a, b) que satisfan aquestes dues equacions,
considerem les equacions polinomials segiients:

U(a) :=Res(g,h;b) =0, V(b):=Res(g,h;a)=0
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on Res(-, -;¢) denota la resultant respecte a c. Recordem que la resultant de
dos polinomis d’una variable és un nimero, que és zero si i només si els dos
polinomis tenen una arrel en comu. Calculant aquestes resultants amb ’'ajut
de programari de calcul simbolic, obtenim:

U(a) =a'%Us(a) i V(b) = (b?+100)8V5(b),

on Us i V5 sén polinomis de grau 5 amb coeficients naturals molt grans, de
lordre de 103°. Comprovant que Us(17/10) - U5(18/10) < 0 i que V5(89/100) -
V5(90/100) < 0,1 aplicant el teorema de Bolzano, podem afirmar que existeixen
a=a*1ib = b* que satisfan
17 18 89 90
*\ _ *) _ ; * - 10 * o7 JY
Us@®) =0, Vs(b™) =0, 1 a”€ (10’ 10) y BT (100’ 100) - 47
Efectivament, a* ~ 1.783 2741 b* ~ 0.897 416. Finalment, notem que a* < 1.8,
b*<1i

£ 89 3125 (18>2> 3125
100 ~ 11664 \10 11664

Per tant, per a aquests valors dels parametres, les condicions (16) es compleixen
i I'aplicaci6 F satisfa (B;). Aixi, hem provat el resultat segiient:

(a*)?.

PROPOSICIO 21. Considerem valors de a* i b* que compleixin (17). Aleshores,

1 = - b X

satisfa (By1), té un punt fix i un punt periodic de periode 3. En particular, el punt
fix no és un atractor global de la dinamica generada per les iteracions de F.

NOTA. A la proposici6 3.1 de I'article [17], de 2020, els autors consideren la
familia 1-paramétrica d’aplicacions F(x,y) = (v, -bx + ﬁ). Aplicant el
teorema de Poincaré-Miranda proven l'existéncia d’'una orbita periodica de
periode 3 per a valors de b € [113/128,2916/3125] i comproven que, per a
aquests valors de b, F satisfa les hipotesis del problema discret de Markus-
Yamabe. Aquesta familia inclou el nostre exemple numeric amb a = 9/5

ib=9/10.

Ara mostrarem que la mateixa aplicacio de la proposicié 21 ens serveix
per a refutar I'atraccié global quan F satisfa la condicié (A;). Recordem-la: si
escrivim F(x) = A(x)X, aleshores p(A(x)) < 1 per a tot x € R",

Traslladant el punt fix (xg, xo) a I'origen, obtenim I’aplicacié G(x, y) conju-
gada de F(x, y) segiient:

a*
(1 + (¥ +x0)?)?

G(x,y) = (y, —b*x + —(1+ b*)x()) ,
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on xo satisfa - 5 = (1 + b*)xp; és a dir, G(0,0) = (0,0). Observem que

_a
(1+x3)

G(x,y) télaforma G(x,y) = (yv,—b*x +h(y)) i, per tant, la podem descriure

com A(X)x:
xX,y) = h(y) .
—b* 3:/)/ y

Com que per a la nostra aplicacié h(0) = 0, per a cada y € R, aplicant el
teorema del valor mitja, obtenim h(y) — h(0) = h'(z) v; és a dir, h(y)/y =
h'(z) per a un valor z que es troba entre 0 i y. Aixo vol dir que, per a cada Yy,
es compleix A(x,y) = DG(x,z). Com que p(DG(x)) < 1 per atot x € R2,
deduim que p(A(x)) < 1 per a tot x € R?; és a dir, que G(x,y) satisfa la
condicié (A1). Hem provat, doncs, el resultat segiient:

PROPOSICIO 22. Donades a* i b* que compleixen (17), 'aplicacio

a*
(1 + (¥ +x0)?)?

G(x,y) = (y, -b*x + -1+ b*)x())

satisfa (Ayp), té el (0,0) com a punt fix i té una orbita periodica de periode 3.

En particular, I'origen no és un atractor global de la dinamica generada per les
iteracions de G.

Ara analitzarem la condicié (B»). Per a equacions en diferéncies si que hem
provat I'existéncia d’atractor global si la F corresponent satisfa la condicié (B>).
El resultat el dona el teorema segiient; noteu que proporciona una condici6
equivalent a (B») més facil de comprovar.

Com a la secci6 anterior, donada una matriu A, anomenem p (A) el seu radi
espectral.

TEOREMA 23. Sigui F: R" — R"
F(Xli---’x‘}’l) = (x2,---lxn’f(xls---’X‘}’L))l

amb f:R"™ — R de classe C'. Aleshores, les dues condicions segiients son
equivalents:

(Hy) F satisfa la condicio (By); és a dir, per a totx € R", p(|DF (x)|) < 1.
(Hp) Per atotx € R",

0

n
2.
i=1

A més, si aquestes condicions se satisfan i F té un punt fix, aleshores aquest punt
fix és un atractor global de la dinamica discreta generada per F.

of (x)' <1. (18)
Xi

El resultat anterior estén un criteri d’atracci6é global ja conegut per a equa-
cions en difereéncies lineals; vegeu [10, 24, 27]. La condicio6 (18), només exigida
al punt fix, ja apareix a [32] per a obtenir resultats d’atraccio local.
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Alguns comentaris sobre el teorema 23:

e La hipotesi de tenir un punt fix no es pot obviar; vegeu el lema 26.

e Sila hipotesi (H;) es canvia per p(|DF(x)|) < K < 1, o la hipotesi (H»)
per > | af (x)| < K < 1, aleshores si que podem treure la hipotesi que
F tingui un punt fix; vegeu el lema 26.

e Siprenem F lineal, amb f(x1,...,Xn) = X1 alxl, al > 0, és facil veure
que, si p(IDF(x)]) = 1, o, equivalentment, >, \ -(x) | > 1, aleshores
I'origen no és un atractor global; vegeu també [3 3]

Els propers resultats es poden veure com una demostracié simple i auto-

continguda de les condicions de Jury per a una classe particular de polinomis.

De fet, el lema segilient també es pot provar aplicant el teorema de Perron-
Frobenius a la matriu

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
Ap = . : : . : . ,
0 0 o ... 1 0
0 0 o ... 0 1
-ayp —dy —-d2 ... —Ap-2 —Anp-1

ja que, si tenim en compte les hipotesis del lema és una matriu no negativai el
seu polinomi caracteristic és (—1)"™(A™ + Y1 0 aiAt) = (-=1)"P(A). Donat un
polinomi P, definim p (P) = max{|A|: P(A) = 0}.

LEMA 24. Sigui P(A) = A" + X1, aLN un polinomi amb a; < 0 per a tot i, amb
Zl o ai # 0. Aleshores P té una unica arrel real positiva, &, i p(P) = «.

PROVA. Aplicant la regla de Descartes, sabem que P té una Unica arrel positiva,
diguem-ne «. Sigui B una altra arrel de P (real o complexa) i suposem, per
arribar a contradiccio, que |B| > «. Com que 1 = Z?;OI la;|fi™", ambi—-n <0,
obtenim

1< Z lal Bl < Z laila ™™ =1,
i=0 =
una contradiccio. Per tant, p(P) = «. O

El lema anterior estén alguns resultats de [33], on es tracta el cas Z?;OI ai=1.

NOTA. Sigui P(A) = A" + 3"} a;A" un polinomi amb a; < 0 per a tot i. Pel
lema 24, quan Zf‘:_ol a; # 0, o directament si aquesta suma €és zero, es compleix
el segiient: donada K > 0, p(P) < K si i només si P(K) > 0. Precisament,
P(1) > 0 és la primera condici6 de Jury, que, per a aquesta classe de polinomis,
és també suficient per a caracteritzar p(P) < 1.

El proper resultat relaciona p(P) i Zf‘;ol |a;|. Per a,b € R, denotem per (a, b)
I'interval tancat amb extrems a i b.
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PROPOSICIO 25. Sigui P(A) = A" + X" a;A" un polinomi amb a; < 0 per a
tot i. Aleshores:

(i) Sip(P) =K < 1, aleshores 3" |a;| <K.
(i) Si > |ai| = K, aleshores p(P) € (K, V/K).

PROVA. Si tots els a; son zero, el resultat és trivial ja que aquesta condici6 és
equivalent a p(P) = 0. Suposem, doncs, que Z?;Ol a; # 0.

(i) Pel lema 24 sabem que P(K) = 0; és a dir, K" = > |a;|K". Dividint aquesta
igualtat per K1, obtenim
n-1 ) n-1
K= > lajK"™"" = Y al,
i=0 i=0
tal com voliem veure.

(ii) Si K = 1, el resultat se segueix directament. Si K < 1,

n-1 ) n-1
P(VK)=K- > lailKn =K~ > la;| =0,
i=0 i=0
-2 n-2
P(K) g -
g1 = K- lan-1l - Z(:) lai| K" < K —|ap-1] - Z(:) lail =0,
1= 1=

i el resultat és una conseqiiéncia del lema 24. Quan K > 1, seguim els mateixos
passos per a obtenir les desigualtats revertides. O

Ara ja tenim els preliminars per a provar el teorema 23.

PROVA DEL TEOREMA 23. Primer provarem que (H;) i (H2) son equivalents. El
polinomi caracteristic de |DF(x)]| és

(_1)11 (An _ z
i=1

Ja sabem que p(|DF(x)|) = p(Px) < 1 siinomés si Px(1) > 0, que és equivalent
a>ig| B%(X) | <1 per atotx € R", com voliem veure.
Per a provar la segona part del teorema, notem que, si p és el punt fix,

aa—f(x) ‘ Ai‘1> = (=1)"Px(A).
Xi

necessariament p = (p,...,p) per a algun p € R. Aleshores, conjugant F amb
una translacio, podem suposar que p = 0.
Sigui V(x1,...,xn) = max{|x1l,..., |xn|}. Demostrarem que V és una fun-

ci6 de Liapunov estricta per a F™, fet que implicara que 'origen és un atractor
global per F™. Clarament, aquest resultat implica ’atraccié global per F. Per
ai=1,...n,sigui xy+; = f(xi,...,Xn+i-1). Afirmem que

IXn+il <max{lxil,...,|xnl} =V(x1,...,xn),

peratoti=1,...,n.
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Per ai =1, tenim

1 n
- “O(z of (SX1,...,5Xn)X;) ds

1
|Xns1l = UO %(f(sxl,...,sxn))ds

<
o 0xi
1 n af
sjo (i_zilxil a—xi(sxl,...,sxn) ds <
1 n af
< maxtx,-o bl [ 30 |2, sw | ] ds <
o \;5 1oxi

<max{|xil,...,|xnl}.

Hem demostrat, doncs, 'afirmaci6 per a i = 1. Ara suposem que ’afirmacio és
certa per a i i provem-la per a i + 1. Argumentant com abans, obtenim que

IXn+ie1| <max{|xiiil,..., [ Xn4ill.
Per tant, pel principi d’inducci6 tenim que |xy4;| < V(x1,...,xn) per a tot
l<j=<iilxy] <=V(xy,...,xn)peral € {1,...,n}. Aix0 acaba la prova de

I'afirmaci6 anterior. Per tant,
V(F™"(x1,...,Xn)) =V (Xns1,..., Xon) =max{|xni1l,..., [Xon |} <V(x1,...,X0),

fet que prova que V és decreixent sobre les orbites de F". Com que, a més,
V() =0siinoméssix=0,iV(x) =0 per a totx € R", tenim que V és una
funci6 de Liapunov estricta per a F" i acabem la demostracio. i

L’exemple segiient mostra que I'existéncia del punt fix és imprescindible
perque la tesi del teorema sigui certa.

LEMA 26. L’aplicacio F: R"™ — R",

X1 +Xp+:+Xn )
)

F(xl,xz,...,xn)z(xg,X3,...,ln(l+e n

no té punts fixos. A més, per a tot x € R", les matrius DF (x) i |DF(x)| tenen
tots els seus valors propis de modul més petit que 1.

PROVA. I’equacio F(x) = x implicax = (x, x,...,x) i x =In(1 + e¥), que no té
soluci6. Per tant, F no té punts fixos.
Notem que DF (x) = |DF(x)| i que el polinomi caracteristic d’aquesta matriu
és
n X1 +Xp+ - +Xn

JONC P LIS o — U )
ni:11+e n

Aleshores, Px(1) > 01i totes les hipotesis del lema 24 es compleixen. Per tant,
per a tot x € R", p(A(x)) < 1, tal com voliem provar. O
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En contrast amb el resultat anterior, una condici6 una mica més forta
que (Hp), o (H), assumida en el teorema 23, si que forca I'existéncia del punt
fix.

TEOREMA 27. Sigui F: R" — R™ com al teorema 23. Aleshores les dues condi-
cions segtients son equivalents:

(i) Existeix K < 1 tal que per a totx € R"™, p(|DF(x)|) < K.

(ii) Existeix K < 1 tal que per atotx € R", > | | g—i(x) | <K.

A meés, si aquestes condicions se satisfan, aleshores F té un punt fix que és un
atractor global de la dinamica generada per F.

PROVA. (i) = (ii) Per hipotesi,

n

p(IDF(X)]) = p (A" -2
i=1

ﬂ(x) ‘ Ail) <K <1.
axi

Prenent K tal que K <K < 1iusantla proposicié 25(i), obtenim

SIDi(f)x)| <K <K <1.
i=1

(i) = (i) Suposem que per a tot x € R", > | | g—i(x) | <K < 1. De la proposi-
ci6 25(ii), tenim que p(|DF(x)|) < YK < 11 se segueix la implicacio.

Finalment, gracies al teorema 23, per a acabar la demostracio, hem de
provar que F té un punt fix. Suposem que (ii) és certa. Hem de provar que
I'equaci6 g(x) := f(x,...,x) = x té alguna soluci6. Com que

lg"(x)] = L (x,...,x)| <K <1,

n of
lzz‘iaixl(x,,X)

se segueix que g és una contraccio i, per tant, té un punt fix p. Aleshores,
(p,...,p) ésun punt fix per a F, i acabem la demostracio. O

Usant les eines introduides en aquesta secciO, es pot provar el resultat
seglient, que dona una resposta afirmativa al problema de I'atraccié global per
a aplicacions de tipus (13) que satisfan (A>).

TEOREMA 28. Sigui F: R" — R™ una aplicacio de la forma
F(X],...,Xn) = (XZ’---lXTL’f(Xli---’X‘I/L))l

amb f: R™ — R de classe C'. Suposem que F(x) = B(X)X i que, per a totx € R",
p(|B(x)|) < 1. Aleshores, I'origen és un atractor global per la dinamica discreta
generada per F.
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6 Comentaris finals

En aquest article hem donat diferents hipotesis sobre sistemes dinamics dis-
crets i continus que impliquen I'existéncia d'un atractor global. Com ja deiem
a la introduccio, aquest tipus de resultats sén molt tils en les aplicacions, ja
que permeten modelar processos que, amb els parametres adequats, donaran
com a resultat I’existéncia d’un equilibri global.

A la literatura apareixen punts d’equilibri de sistemes dinamics que son
punts localment asimptoticament estables. Son atractors locals que, al seu torn,
son estables en el sentit de Liapunov. I els punts globalment asimptoticament
estables son punts estables que son atractors globals del sistema. Tots els
resultats presentats en aquest article que demostren I'existéncia d'un atractor
global, de fet, es refereixen a punts globalment asimptoticament estables. El
motiu d’aixo és que els punts son estables pel teorema de linealitzacio.

Tenint en compte els resultats que hem exposat, cal remarcar que hem
provat que si F: R® — R" és de classe C!, té un punt fix, i alguna de les
hipotesis segilients és certa:

e n=1,

e F és triangular,

e F és polinomial,

e F és de la forma (14),

aleshores, la condicié (B2): p(|DF (x]) < 1 implica que el punt fix és globalment
asimptoticament estable. Perdo no hem provat que la tesi sigui certa per a
aplicacions de classe C! amb un punt fix que satisfan la condici6 (B>). Deixem,
doncs, aquest problema obert.
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Resum: L’analisi topologica de dades (Topological Data Analysis, TDA) ha tingut un
gran auge els darrers deu anys. En aquest article en presentem una introduccié a partir
dels conceptes i les definicions fonamentals que ens permeten descriure les eines
principals d’aquesta nova branca en la qual es dona més importancia a la forma que a
la metrica. Veurem en que consisteix I’homologia persistent i com pot ser aplicada en
un ampli rang de camps cientifics, com, per exemple, la neurociéncia, el reconeixement
d’imatges i la genetica, entre d’altres.

Paraules clau: homologia persistent, diagrama de persisténcia, codi de barres, Mapper,
analisi de dades.

Classificacié MSC2010: 55N31, 62R40, 68T09.

1 Introduccio

En els ultims vint anys s’han desenvolupat un conjunt de metodes basats en
la topologia algebraica com a noves eines per a I’'analisi de dades. Es el que
s’anomena analisi topologica de dades (topological data analysis; d’ara endavant,
per simplificar-ho, usarem la sigla TDA per a referir-nos a aquests metodes). A
grans trets, la TDA deixa de banda les meétriques i se centra a extreure la forma
de les dades. Es a dir, dona importancia a la topologia i no a les meétriques.

La TDA ens permet extreure informacié de dades amb soroll i d’alta dimen-
sionalitat, fet que normalment és un gran repte amb les metodologies basades
en distancies entre punts donades per una metrica.

Dins de la TDA, I'eina principal és I'anomenada homologia persistent [12, 42],
la qual ens permet obtenir un resum multiescala d’'un conjunt de dades. A
més a més, aquesta aproximacio té garanties de robustesa respecte de les
pertorbacions de les dades [29, 22, 26].
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La topologia tracta la informacié geometrica des del punt de vista qualitatiu.
Es a dir, estudia com estan relacionats els conjunts de punts dins d'un espai.
Aquesta manera d’estudiar les propietats geometriques depén molt menys del
sistema metric (o de coordenades) triat i ens és molt més util quan només volem
entendre I'estructura de les dades, sense entrar detalladament en les metriques.
A més, amb ’'homologia persistent veurem que podem definir ’escala a la qual
volem estudiar la topologia de les dades. Per tant, a part de ser un metode
a primera vista més qualitatiu, també és quantificable, tal com veurem més
endavant.

En els darrers anys, la computacié de I’homologia persistent i la represen-
tacio dels seus resultats han evolucionat molt rapidament gracies també a la
tecnologia i a 'increment del potencial de les maquines actuals, fet que ha
permes que un calcul que fa cinc anys no era possible de fer degut al volum
de dades, avui dia si que ho sigui. A més, al llarg dels anys, han anat sortint
diverses formes de representar els resultats de I’homologia persistent, de ma-
nera que fins i tot aquestes caracteristiques homologiques es poden usar com
a dades d’entrada d’algoritmes d’aprenentatge automatic (machine learning,
ML). D’altra banda, I'increment de programari, principalment com a llibreria de
llenguatges tan usats com Python, ha permés que molts més usuaris no experts
en la teoria d’homologia persistent poguessin utilitzar aquesta tecnica i, per
tant, que I'as dels metodes de TDA es difongués d'una manera més rapida.

D’altra banda, en relacié amb les tecniques de TDA, també hi podem incloure
I’anomenat algoritme Mapper [89], que divideix les dades en clisters a partir
d’un filtre de clusteritzacio i extreu I'’estructura de les dades a nivell de graf.
Les mateixes dades es poden estudiar a partir de filtres diversos, d’algoritmes
diferents d’analisi de clusters i també a escales distintes.

1.1 Fem una mica d’historia

La idea principal de les eines de TDA rau en abandonar les metriques estandard
entre punts i centrar-se en la forma de les dades al llarg d’'un rang d’escales.
Es tracta de donar una visio global de les nostres dades o espai topologic,
en comptes de focalitzar-nos en el seu comportament a nivell meétric. A més
a més, ’'homologia persistent garanteix robustesa davant de pertorbacions
de les dades; en aquest sentit, en els darrers anys se n’ha millorat d’'una
manera significativa la computacié per a conjunts de dades cada cop més grans.
Aquestes eines també poden ser molt utils en espais i dades en queé és dificil
definir una metrica.

Si anem enrere en el temps, podem dir que ’homologia persistent va néixer
a partir dels treballs sobre funcions de mida (size functions) de Patrizio Frosini,
als anys noranta [47], i de Vanessa Robins [86], a finals dels noranta, en els
quals s’inferia la topologia dels atractors en sistemes dinamics a partir de
dades experimentals.

Cal dir que després hem d’esperar fins als anys 2000, en qué apareixen els
treballs en ambit computacional i geomeétric d’Edelsbrunner, Letscher, Zomo-
rodian i Delfinado [36, 43], els quals permeten calcular d'una manera eficient
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els nombres de Betti persistents i, des del punt de vista algebraic, tenim els
resultats de Carlsson [99].

Podem dir que durant la primera decada del 2000 se’'n desenvolupa la teo-
ria, mentre que a partir del 2010 s’amplia I'is d’aquestes eines en problemes
reals. Els resultats d’estabilitat en homologia persistent a partir del 2007 ([29])
van permetre confiar en aquesta técnica i estendre’n I'as en ambits més apli-
cats. Gracies a millores en el calcul teoric i practic de I’homologia [5], trobem
aplicacions que van des de la neurociéncia amb tractaments a nivells dife-
rents [33, 60, 67, 7, 52] fins al reconeixement d’imatges [71], passant per la
genetica [81, 21], alguns problemes de cobertura en xarxes de comunicacio [35],
I'estudi de sistemes espacials [46] i la classificaci6 de xarxes [90, 62].

Podeu trobar una bona revisié sobre la historia de I'’homologia persistent
a [80] i sobre el calcul de '’homologia persistent, a [41]. D’altra banda, en I’ambit
més computacional, a [79] es presenta un bon resum de llibreries i técniques
per a calcular ’homologia persistent.

2 Definicions basiques: cadenes, simplexs i homologia

A continuaci6 presentarem d’una manera més técnica alguns conceptes ba-
sics per a poder entendre i definir ’homologia, i, tot seguit, veurem ’homologia
persistent. Se’'n pot trobar més informacio6 en les referencies classiques de to-
pologia algebraica, com ara els llibres de Hatcher [56] i de Munkres [77], i si es
vol aprofundir en conceptes com filtracions, homologia simplicial i homologia
persistent, es poden consultar [43, 12, 42, 99].

2.1 Simplex, complex i cadena simplicial, i aplicacié vora

De manera intuitiva, podem definir un complex simplicial K a RN (o, també, la
seva anomenada realitzacio geométrica) com un espai topologic construit per
simplexs. Un simplex de dimensio n a RN, o n-simplex, oy, = {po,...,Pn-1},
es defineix pels seus vertexs p; i es pot pensar com I'envolupant convexa
d’aquest conjunt de punts. Si considerem els simplexs immersos en l'espai,
aleshores els podem visualitzar com a punts o vertexs (en dimensio6 0), arestes
o segments (en dimensio6 1), triangles (en dimensio 2), i aixi successivament.
Cal dir que, des del punt de vista de grafs, els simplexs son les anomenades
cliques (o n-cliques); és a dir, subgrafs complets: nodes (en dimensio6 0), arestes
(en dimensio 1), triangles plens (en dimensio6 2), tetraedres (en dimensio 3), etc.
(vegeu la figura 1).

Ara bé, de manera formal, un complex simplicial abstracte és una estructura
combinatoria que consisteix en una parella (X, X), on X és un conjunti X és
una familia de subconjunts no buits de X tal que, si 0 € X i T < o, aleshores
TEe XK.

A partir d’aixo, donat un o € X, si T = o, aleshores diem que T és una cara
de 0.

Donat un n-simplex oy, = {pog,...,Pn-1} 1 una permutacio p, considerem
el simplex 0’ = {py(0),..., Ppn-1)}. Si p 1€ signe positiu (resp., negatiu), diem
que o i o’ tenen (resp., no tenen) la mateixa orientacio.
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Donat un complex simplicial, podem crear-ne la realitzaci6é topologica, és a
dir, I'espai topologic del qual el complex simplicial seria una triangulacio. Aixi,
d’ara endavant, doncs, quan parlem d’espai topologic ens referirem a I’espai
topologic induit per un complex simplicial.

1
1 2 1 1
1 2 3

PRI A

2 3 — 2 3 3 2 3
{[11,[21,131,11,2],[1,3], -~ N
(2,3],11,2,31} Simplexs Simplexs Simplexs
Complex simplicial de dimensi6 0 de dimensi6 1 de dimensi6 2

FIGURA 1: Exemple de complex simplicial i les seves parts. Un triangle
ple esta compost per tres 0-simplexs (punts), tres 1-simplexs (segments)
iun 2-simplex (el triangle ple [1, 2, 3]).

Una cadena simplicial és la combinaci6 entera formal de n-simplexs orien-
tats, i el conjunt de cadenes simplicials ve donat per:

Ch(X)={noy+mrox+---+|riet o Xn},

on X, es refereix al conjunt de simplexs de dimensio n, i en aquesta combi-
nacio, el simplex d’orientacioé oposada a o; s’identifica amb —o;. Es a dir, a
nivell de cadena simplicial, [po, ..., pn-1]1 = sgn(p)[pp(0)....p,m-1) 1, ON p €s una
permutacio.

A continuaci6 podem definir I'aplicaci6 de les cadenes de dimensi6 n, Cy, (X),

a les cadenes de dimensi6 n — 1, C,—1(X), que es correspon amb el concepte
intuitiu de vora. Definim I’aplicacio vora com

On: Cp(X) — Cp_1(X)

[Vi,..c,n] — D (=Di[vo,..., Diy.., Unl.
i=0

Observem que se satisfa 0, 0 0,1 = O per a tota n; en podem veure un exemple
a la figura 2.

0Co 0C1
- —_— Q)
02[1,2,3] = 01([2,3] - [1,3]1+[1,2]) =
[1,2,3] =[2,3]-1[1,3]+[1,2] =[3]-1[2]-[3]+
+[1]1+[2]-[1]=0

FIGURA 2: Exemple d’tas de I’aplicaci6 vora sobre el 2-simplex [1, 2, 3].
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2.2 L’homologia simplicial i els nombres de Betti

L’homologia ens proporciona invariants topologics que permeten diferenciar
un espai topologic en funci6 de les seves caracteristiques de forma. De ma-
nera grollera, podem dir que ’homologia compta el nombre de forats per a
cada dimensio. Per exemple, les components connexes d’un espai topologic
ens determinarien I’homologia de dimensio6 0, els cicles serien els elements
de I'homologia de dimensio 1, les cavitats correspondrien a I’homologia de
dimensio 2, i aixi successivament.

Donat un complex, I'homologia simplicial formalitza la idea de comptar el
nombre de forats de dimensio n.

Un complex simplicial X indueix un complex de cadenes simplicials, C;, (X)
(per simplificar-ho usarem només la notacié C,),

. an+2 Cn+1 an+1 Cnﬂ’cn—l an—l .

que s’acostuma a escriure com a (C., d.). Les cadenes que tenen vora 0 s’ano-
menen cicles i formen un subespai, Z,,, de C,, mentre que el subespai B;, de C,
esta format per les cadenes que pertanyen a la imatge de 0,.;. Donat que
On © On+1 = 0, obtenim la inclusié segiient:

B, c Z,, € Cy.

A la figura 3 es mostren les relacions de subgrup entre els grups de vores,
cicles i cadenes entre dimensions, mitjancant I’aplicacié vora.

La n-homologia d’aquest complex es defineix com el quocient de dos
Z-moduls (és a dir, grups abelians), el nucli de I'aplicacié 0, i la imatge de
I’aplicaci6 vora en una dimensi6 superior, 0,41,

FIGURA 3: Complex de cadenes consistent en una successio lineal de
grups de cadenes, cicles i vores connectats mitjancant homomorfismes.

Per a calcular I’homologia d'un espai topologic, usarem els complexos
simplicials, fet pel qual rep el nom de homologia simplicial.
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Els nombres de Betti, 3,,, corresponen a les dimensions de ’homologia, és a
dir, al rang' dels grups H, (X). Per tant, 8,, = rang Z,, — rang B,,.

En altres paraules, el k-ésim nombre de Betti, Sk, es correspon amb el
nombre de forats k-dimensionals en un espai topologic. Per exemple,

e Bo és el nombre de components connexes.

e 1 és el nombre de forats circulars (o 1-dimensionals).

e 3> és el nombre de cavitats o forats 2-dimensionals.

Podem veure un exemple senzill d’un tor a la figura 4.

G —t =
AR e

FIGURA 4: Exemple grafic dels nombres de Betti corresponents a un tor:
Bo = 1 perqueé tenim una Unica component connexa; 81 = 2 perque
tenim dos cicles 1-dimensionals ressaltats a la figura; 8> = 1 a causa de
la cavitat interna que defineix la superficie del tor; finalment, 8; = O per
atotai> 2.

3 Homologia persistent i filtracions

Abans de passar a definir ’'homologia persistent, ens cal introduir el concepte
de filtracio, el qual ens permet definir la idea de persisténcia.

3.1 Filtracions

Donat un complex simplicial X, una filtracio simplicial és una collecci6 jerar-
quica de complexos simplicials X* de la forma:

@=X0cxlc...cxm=Xx.

D’altra banda, també es poden definir filtracions sobre espais topologics
(en particular, sobre varietats) a través de funcions. Donada una varietat M
i una funcio, f: M — R, definim la familia de subespais (subvarietats) M! =
f1((~oo,t]), t € R, que compleixen M! = M¥, si t < s. Aquesta inclusio
ens defineix una filtracio i la funcio f és I’'anomenada funcio de filtracié. En
aquest cas, ’homologia persistent ens dona informaci6 sobre la forma de les
subvarietats.

1 Ens referim a rang de Hy (X) com el nombre maxim de generadors linealment independents;
és a dir, el nombre de generadors de la part lliure de torsi6 de Hy, (X).
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3.2 Homologia persistent

Un cop definides I’homologia simplicial i les filtracions, podem descriure
I’homologia persistent, la qual és una versié parametritzada dels nombres
de Betti, pero amb I'avantatge que podem obtenir una representacié grafica,
anomenada diagrama persistent (0 de persisténcia), o bé una representacio
equivalent anomenada codi de barres (barcode); ambdues representacions con-
tenen molta més informaci6é que els nombres de Betti (vegeu la subsecci6 3.4).
De fet, les representacions grafiques de I'’homologia persistent en codifiquen
fidedignament tota la informaci6 i aix0 ens permet, a més, tenir la informaci6
homologica des del punt de vista quantitatiu.

Donada una filtracio f: X — R sobre un espai topologic X, X° c X! ¢

. € X™ es pot veure que la inclusié d’aquests espais topologics indueix
un morfisme de grups de les respectives homologies X/ c XJ/*!; és a dir, la
inclusié X/—- X/*1 indueix el morfisme Hy (X/) — Hy (XJ+1).

L’i-ésim complex simplicial X* en una filtracié dona lloc al seu propi complex
de cadenes (C?,d!) i als n-¢sims moduls de cadenes, cicles, vores i homologia
se’ls denota amb Ci, Zi, Bl i Hi, respectivament. Observem que 1'is de su-
perindexs serveix per a indicar el pas a la filtracio, pero no té a veure amb la
cohomologia.

D’aquesta manera, podem definir la n-ésima homologia p -persistent de X1,
perap € N, com

HyP(X) =ZL [(BRP nZL).

Hy? (X) caracteritza els forats de dimensié n a X*? creats pel subcom-
plex X'. Aquests forats existeixen per a tots els complexos X/ a la filtraci6 amb
index i < j < i + p. Els elements no nuls de Hy" (X) son classes de n-cicles
en el complex X' que no son vora de cap (n + 1)-cadena del complex més
gran Xi*P,

Diem que una classe homologica & € H, (X" neix al pas i si «¢Im(H,(X"1)—
H,(X%)). Analogament, diem que & € H,(X’/) mor al pas j si « # 0 pero la
seva imatge sota I'aplicacié H, (X7) — H,(X7*1) és zero. Si « neix al pas i i
mor al pas j, definim la seva persisténcia com el nimero p = j — i. Cal notar
que H,¥ (X) representa les classes d’homologia que han nascut abans del pas i
i que moren després del pas i + p. Per aixo es diu que tenen persisténcia p.

Volem remarcar que, tot i que per ara hem parlat de la Z-homologia, a la
practica es treballa sempre sobre un cos [, habitualment 7/2Z. Treballar sobre
un cos és computacionalment més senzill (no ens hem de preocupar de la
torsio) i, a més, ens assegura que el diagrama de persisténcia conté la mateixa
informaci6 que la continguda en {Hy"” (X )}i,pn; vegeu [99] per a més detalls
sobre aquesta correspondéncia.

3.2.1 Homologia d-persistent De la mateixa manera que triem el parame-
tre o la metrica per a fer la filtraci6, podem triar dos parametres diferents i
obtenir dues filtracions diferents. Aixo va donar lloc a I'estudi de I’homologia
d-persistent, també coneguda com a multiparamétrica [49]. Per al calcul de
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I’homologia d-persistent, ens cal tenir filtracions indexades per més d'un para-
metre; per exemple, donat un conjunt de dades X c R4 ens podem interessar,
posem per cas, per una banda en les regions més denses [14] i, per I’altra, en
aquelles on la curvatura és més gran [17]. Aix0 ens permet definir de manera
natural els complexos Z"-filtrats, {K;, }yeczn, U = (U1,...,Uy), 00 K, C Ky quan
u X v; és adir, (u; < vy,..., Uy < Vy). En aquest punt, els calculs es compli-
quen més, i no entrarem en els detalls, pero van obrir les portes a treballs com
els de Carlsson i Knudson [16, 64] i a d’altres més recents [55, 87, 91].

3.3 Filtracions associades a un conjunt de dades

Un cop definida I'homologia persistent des del punt de vista teoric, cal que fem
un petit resum de com es genera una filtracié6 de complexos simplicials a partir
d’un conjunt de dades.

Donat un conjunt de punts en un espai meétric, obtenim una filtracié usant
filtracions via complexos de Cech o Rips-Vietoris [26, 53, 57]; aquesta ultima és
la filtraci6 més comuna, per exemple, quan es treballa amb dades biomediques
o d’imatge (vegeu la figura 5).

A continuacié, donem una pinzellada de com funcionarien aquestes filtra-
cions per als complexos més coneguts.

Filtracié de Cech Donat un conjunt de punts en un espai métric, afegim una
bola de radi  a cada punt. Per definir els simplexs de cada pas, considerem la
intersecci6 mutua entre boles i, aleshores, definim un (k — 1)-simplex quan
la interseccio de k boles de radi  és no buida. A mesura que anem incremen-
tant el radi r tindrem més simplexs de grau superior fins que tots estiguin
interconnectats. El radi v de les boles és el parametre de la filtracio; en podeu
veure un petit exemple a la figura 5.

2 3

FIGURA 5: Filtracié mitjancant el complex de Cech. Els passos a la filtracio
son determinats per la distancia llindar entre punts, que seria el radi de
la bola considerada a I’entorn de cada punt.

La filtracio de Rips-Vietoris és definida d'una manera similar a la filtracio
via els complexos de Cech. La diferéncia rau en el fet que, en aquest cas,
considerem que tenim un (k — 1)-simplex si hi ha k boles de radi v que tenen
interseccié no buida dues a dues. Aquest fet redueix el cost computacional ja
que només ens cal saber les distancies entre punts dos a dos.
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De la mateixa manera, a partir d'un graf amb pesos es pot generar una
filtraci6 assumint que els pesos de cada aresta representen la distancia entre
nodes; és a dir, la funci6 de filtraci6 seria la funcié de pesos a les arestes.
Aquests pesos seran modificats o transformats segons ens convingui per tal
de generar la filtracié volguda, i en el sentit que ens convingui més, ja que
poden ser correlacions o altres mesures que ens interessi tenir en compte per a
analitzar les dades. En podem veure un exemple a la figura 6. Observem que fer
la filtracié de Rips-Vietoris en un graf seria equivalent a considerar les cliques
del graf en funcio dels seus pesos. Aixo ens determinaria la mateixa filtracio.
Cal remarcar que, en aquest cas, estem usant la definicio de complex simplicial
abstracte ja que els nodes no tenen una realitzacio a R?2.

w (pes)

FIGURA 6: Filtraci6 via un complex de cliques donada una xarxa amb
pesos. Els passos a la filtracié son determinats pels pesos a les arestes
del graf donat.

Tot i que les filtracions a partir dels complexos de Cech i Rips-Vietoris
son les més naturals, a mesura que el nombre de punts d’entrada augmenta,
la complexitat en el calcul d’aquests complexos es dispara. Normalment es
prefereix usar el complex de Rips-Vietoris, en comptes del de Cech, ja que el
seu calcul té un cost computacional més baix.?

Ara bé, hi ha maneres més eficients de generar un complex simplicial, com
ara via els complexos o i els complexos testimoni (witness complexes) [34]. Tam-
bé, Zomorodian ([98]) va introduir els conjunts endrecats, que consisteix a
crear un conjunt simplicial minimal capac de capturar la topologia del com-
plex simplicial original. Una altra aproximacio dispersa (sparse), que redueix
la complexitat d'una filtracié d’'un complex simplicial en un espai meétric n-
dimensional, és la proposada per Sheehy [88] i Dey et al. [37].

_ 2 Cal notar que, fixat un radji, la cardinalitat del complex de Rips-Vietoris és major que la de
Cech, pero, tot i aixo, usar el complex de Rips-Vietoris és computacionalment més economic ja
que només cal calcular les interseccions dos a dos.
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3.4 Invariants topologics: barcodes i diagrames de persisténcia

El calcul de I'homologia persistent sobre una filtracié proporciona invariants
topologics, multiconjunts de punts a R2, que poden ser representats segons el
que ens convingui més. Parlarem dels diagrames de persisténcia i dels codis de
barres (barcodes), unes representacions completament equivalents.

L’homologia persistent, tal com esta definida, se centra en els cicles de
dimensi6o n que viuen al llarg dels intervals definits per la filtraci6 i assigna
un valor de rellevancia proporcional a la llargada d’aquests intervals. Es a
dir, el rang de la imatge de l’aplicacio H,(X') — H,(X/) és el nombre de
classes d’homologia de dimensié n independents que neixen al complex X' o
abans d’aquest, i encara viuen (existeixen) al complex X-. Aixo inclou les classes
anomenades essencials, que son aquelles que no moren al final de la filtracio.
D’aquesta manera, podem definir tant el codi de barres [50] com el conjunt
d’intervals que representa cadascuna de les classes d’homologia persistent a
través d'un interval (i,i + p), on i indica el pas de la filtracié en que aquest
generador ha aparegut per primer cop (diem que hi ha nascut), i i+ p, el pas en
queé ha deixat d’existir (diem que hi ha mort); p indicaria la seva persistencia
en termes absoluts al llarg de la filtraci6. Per a més detalls, es pot consultar
I’article de Zomorodian i Carlsson [99], en el qual es defineix de manera més
precisa que representen aquests intervals (o barres), que correspondrien a
les classes d’homologia graduada [61]. Graficament, tal com es pot veure a
la figura 7, aquests intervals es representen com a barres horitzontals amb
coordenades a I’eix horitzontal (i,i + p) i altura lliure; és a dir, a I'eix vertical
es representen, en ordre arbitrari, els generadors homologics.

Una altra manera de representar la mateixa informacié és amb un diagrama
de persisténcia (PD) (ens referirem a PD(X) com el diagrama de persistencia del
complex simplicial X), que consisteix en un multiconjunt de parelles d’indexs
referents a la filtracié que representen el naixement i la mort per a cadascuna
de les classes d’homologia persistent representades al pla xy (on 'eix horit-
zontal acostuma a representar el punt de naixement, mentre que 1’eix vertical
representa el punt de mort, tal com es pot veure a la figura 8).

Notem que, normalment, si una classe essencial neix a X%, aleshores es repre-
senta amb el punt (i, ) en el diagrama de persisténcia o en el codi de barres.

Cal remarcar, també, que, fixat un pas i a la filtracio, si fem un tall en aquell
pas tant en un PD com en un codi de barres, el nombre de punts o intervals
que tallem és igual al corresponent nombre de Betti al pas i de la filtracio.
D’aquesta manera, podem dir que el parametre de filtracié6 ens proporciona
una versio parametritzada dels nombres de Betti.

Tant els diagrames de persisténcia com els codis de barres es poden definir
per a cada dimensié d’homologia que vulguem estudiar. Es a dir, podem tenir
un PD per als grups d’homologia de dimensié O (I’evolucié de les components
connexes), de dimensio 1 (I'evolucié dels cicles), de dimensi6 2 (I’evoluci6 de
les cavitats), i, analogament, per a dimensions superiors.

Observem que els PD i els codis de barres son equivalents: només cal
convertir I'interval (i, j) dels codis de barres al corresponent punt en R2 amb
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coordenades (i, j). Podeu veure un exemple tant de codi de barres com de
diagrama de persistencia a les figures 7 i 8, respectivament.

Intuitivament, podem dir que aquells n-cicles que viuen o sobreviuen durant
més temps tenen més significaci6 i caracteritzen millor 1'espai topologic inicial
que aquells que viuen durant intervals de temps curts, que, sovint, només
representen soroll a les dades.

Codis de barres

A

Hy : H,

illll

—
N}
w
S
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S
—
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w
'S

w1

S

FIGURA 7: Codis de barres per a Hy i H; produits a partir de la filtracio
de la figura 6. L’eix horitzontal indica el pas a la filtracio, que, en aquest
cas, ve donat pels pesos a les arestes del graf inicial.

Diagrama de persisténcia

Hy H;
00+ . oo °
5- 5
4 44
g =
S 3= . S 3+
= =
2 ° 2=
14 o ) 14
1 | I I I I I I I I
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5
Naixement Naixement

FIGURA 8: Codis de barres per a Hy i H; produits a partir de la filtracio
de la figura 6. L’eix horitzontal indica el pas a la filtracio en qué s’ha
creat I'invariant topologic, mentre que I’eix vertical indica quan deixa
d’existir. Els punts més grans intenten representar la multiplicitat en
aquell punt, ja que, per exemple, per a Hy, hi ha moltes components
connexes que neixen i moren al mateix moment. En aquest cas, I'infinit
representa que perdura durant tot el temps de la filtracio.

OBSERVACIO. Un cop determinada I’homologia persistent, seria molt interes-
sant trobar els generadors del grup n-homologic. Es possible trobar un re-
presentant de cada classe d’homologia pero el problema rau en identificar
el generador a les dades originals. En altres paraules, seria molt interessant,
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un cop trobat el grup d’homologia de dimensié n, ser capacos de dir on es
troba aquell cicle de dimensi6é n a les dades, pero només podem optar per
usar un representant del grup d’homologia. Una soluci6 seria trobar tota la
classe d’homologia, pero a nivell computacional no seria factible per poc que el
conjunt de dades fos una mica gran. Respecte aquesta qiiestio, hi ha treballs on
es troben i s’usen els representants dels generadors del grup d’homologia per
a localitzar les caracteristiques topologiques principals (cicles), en particular
en ’ambit de la neurociencia [83].

3.5 Comparacio entre diagrames de persisténcia i estabilitat

Ara bé, un cop sabem com podem representar I'’homologia persistent mitjancant
els invariants topologics, una pregunta natural és: com els podem comparar?
Aquesta pregunta ha rebut molta atencio6 en la darrera década atés que, aixi com
els diagrames de persisténcia son els intermediaris (proxies) topologics d'un
conjunt de dades, tenim que les distancies entre diagrames serveixen com a
intermediari de similaritat entre conjunts de dades. A més, aquesta informaci6
topologica pot ser usada com a intermediari per a algoritmes d’aprenentatge
automatic [75] i classificaci6 [15]. A la figura 9, podem trobar un exemple que
illustra la utilitat de la comparacio de diagrames de persisténcia.

I aix0 ens porta a un problema d’aparellament, és a dir, com podem com-
parar dos multiconjunts de punts. Per a fer-ho, es defineixen les distancies
segiients entre dos diagrames de persisténcia, una de les quals s’esmentara a
la prova d’estabilitat dels diagrames de persisténcia (vegeu la subseccio6 3.6).

Donats dos diagrames de persistencia PD(X) i PD(Y), la distancia q de
Wasserstein (q-Wasserstein d’ara endavant) és definida per [8, 30]:

1/q
dqs(PD(X),PD(Y)) = inf > lx—vold|
v: PD(X)—PD(Y) x€PD(X)

on v varia entre totes les bijeccions.? La distancia de coll d’ampolla (bottleneck
distance), d. o també anomenada dp, és definida per [29, 45]

d~(PD(X),PD(Y)) = inf sup Ix = v(x) e
v: PD(X)—~PD(Y) xePD(X)

Observem que la distancia de coll d’ampolla és un cas especial de la distancia
q-Wasserstein, (dg4, on g — ). Tot i que siguin distancies ben definides, tenim
el problema del seu calcul real atés que ens trobem davant d’un problema
d’aparellament, on hem de tenir en compte un nombre no trivial de bijeccions
possibles entre PD(X) i PD(Y). Aquest calcul, malgrat que els algoritmes d’apa-
rellament acostumen a reduir ’espai de cerca, sol ser feixuc a mesura que
creix la dimensi6 del multiconjunt (és a dir, el nombre de punts que forma el
diagrama de persistencia). Al treball de Kerber, Morozov et al. podem trobar
alguns exemples d’implementacions [63].

3 Si els cardinals de PD(X) i de PD(Y) son diferents, s’igualen afegint punts al diagrama amb
cardinal menor.
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D’altra banda, tot i ser distancies ben definides (el conjunt de codis de barres
genera de forma natural la distancia de Wasserstein), desafortunadament,
I’espai resultant no és complet (és només un espai metric), fet pel qual no és
adient per a fer inferéncia estadistica (no tenim una mitjana tunica) [73]. Per
aixo, s’han introduit diferents transformacions dels diagrames de persisténcia
o dels codis de barres per a poder usar-los com a caracteristiques d’entrada
d’altres algoritmes, o bé, per a extreure'n informaci6 estadistica.

A continuacio, presentem algunes d’aquestes transformacions i donem
referéncies sobre d’altres que han anat derivant de les propostes inicials.

3.5.1 Distancia via nuclis Per una banda, tenim métodes que ens permeten
treballar en espais de Hilbert via funcions de nucli [84, 18, 66, 24, 65]. Aixo0 és
molt util per a poder aplicar algoritmes com ara maquines de vector de suport
(support vector machines, SVM) o analisi de components principals (principal
component analysis, PCA) directament.

Uns dels primers a proposar un nucli estable com a soluci6 per a treballar
en un espai de Hilbert van ser Reininghaus et al. [84].

Recordem que, donat un conjunt X, una funcié k: X X X — R és un nucli
(kernel) si existeix un espai de Hilbert #{ i una aplicacié ¢b: X — H , anomenada
aplicacio caracteristica (feature map), tal que

k(x,y) ={p(x),p(¥))sr Vx,y€X.

Equivalentment, k és un nucli si es pot representar matricialment com una
matriu simetrica i definida positiva. Un dels principals avantatges dels nuclis
és que permeten anar a espais de grans dimensions, 7, a dividir les dades (i
després classificar-les) sense coneixer explicitament ¢. A més, els nuclis per-
meten passar d’espais estranys (grafs, diagrames de persisténcia, cadenes...) a
espais de Hilbert on podem treballar molt més facilment i dividir les dades i
classificar-les. Més en concret, tenim el nucli proposat per Reininghaus et al.
el 2015, tal que, donats dos conjunts de punts corresponents a dos diagrames
de persistencia PD(X), PD(Y), definim:
2 a112
Ko (PD(X),PD(Y)) = % S et — o
pEPD(X),qePD(Y)

ond = (q2,q1) siq = (q1,q2), 0 és el parametre d’escala relacionat amb la
mida dels passos a la filtracio.

Aquest nucli ens indica que, a mesura que K, tendeix a zero, la distancia
entre els diagrames de persisténcia va augmentant. Una idea intuitiva de com
funciona consisteix en imaginar-se una distribucié gaussiana sobre cada punt
del diagrama de persisténcia i restar un diagrama de I'altre, on el parametre o
actua com a resolucié per a definir quan dos punts sén iguals o no.

Altres treballs on es defineixen i es treballen diferents nuclis es troben
a [18, 66, 24, 65]. De la mateixa manera que haviem parlat de ’'homologia
d-persistent (vegeu la subsecci6 3.2.1), també hi ha el multinucli per a aquesta
homologia multiparametrica [32].
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3.6 Estabilitat dels diagrames de persisténcia

En les seccions anteriors hem vist que I’homologia persistent descriu, mitjan-
cant invariants topologics, les caracteristiques multiescala d'un espai topologic.
També hem vist que els diagrames de persisténcia, un exemple de com es pot
codificar la informacié de '’homologia persistent, sén un multiconjunt de punts
a R2. Aixi mateix, hem descrit diverses formes i métriques per a comparar una
parella de diagrames de persisténcia. Ara bé, si pertorbem una mica I’espai
inicial (ja sigui donat per un conjunt de punts a R com per un graf amb pesos),
canvia aixo el resultat de ’homologia persistent?

Per tal que els diagrames de persisténcia puguin ser ben interpretats i també
usats com a caracteristica d’un espai topologic, cal que siguin robustos a per-
torbacions petites. Hem de pensar que, en I'aplicacié de I'’homologia persistent,
les nostres dades poden tenir soroll o potser, no volem que depenguin de la
mostra que agafem. Per aixo0, els resultats sobre I’estabilitat dels diagrames de
persisténcia son molt rellevants. La primera prova d’estabilitat va ser donada
per Cohen-Steiner i els seus collaboradors [29].

La prova (no entrarem en el detall) es basa a mostrar l'estabilitat dels
diagrames de persisténcia d’'una funcié que indueix una filtracié sobre un espai
topologic X. A grans trets, la prova mostra que, donades dues funcions (tame),
fig,talsque f,g: X — R, on X és un espai topologic i les dues funcions sén
filtracions de X, aleshores, si la distancia L., entre elles és petita, la distancia
(usant la distancia de coll d’ampolla dp) entre els corresponents diagrames de
persistencia PD(f, X) i PD(g, X), també ho sera. Aqui PD(f, X) i PD(g, X) fan
referéncia al diagrama de persisténcia obtingut usant les respectives funcions
de filtraci6 sobre I’espai topologic X. Es a dir, per a cada dimensio p, tenim que
el resultat principal ve donat per

dg(PD(f,X),PD(g,X)) < [If = gllw- (1)

De la mateixa manera, obtenim una intuicié geometrica d’estabilitat en
diagrames de persisténcia gracies al resultat segiient [23], on es pot veure que,
donats dos subconjunts de punts X i Y en un espai metric (M, dy;), aleshores
els diagrames de persisténcia* corresponents a X i Y satisfan:

dp(PD(X),PD(Y)) <du(X,Y), )

on dy és la distancia de Hausdorff definida sobre dos conjunts de punts X i Y;
és a dir,

dy(X,Y) = max{sup inf dy(x,y),sup inf dy(x, y)}.
xex YeY yey XeX

Podem trobar un exemple d’aquest tipus d’estabilitat a la figura 9.
Existeixen altres treballs que mostren I'estabilitat dels diagrames de persis-
téncia, com els de Chatzal et al. i Frosini [26, 22, 48].

4 Observem que les cardinalitats de PD(X), PD(Y) son iguals considerant el conjunt de punts
de la diagonal amb multiplicitat infinita.
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Mostra original Mostra amb soroll
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FIGURA 9: Tllustraci6 d’estabilitat: dades originals (punts negres), X,
dades amb soroll (punts blaus), Y. Dues mostres diferents generen
dos conjunts de punts diferents, (X,Y), a partir dels quals es calcula
I’homologia persistent via una filtracié de Cech i obtenim els diagrames
de persistencia mostrats a la figura central (PD (X)) i dreta (PD(Y)). La
possibilitat de poder comparar diagrames de persisténcia permet dir
que els dos conjunts de dades representen el mateix espai topologic. En
aquesta illustraci6, a més, podem veure que les formes principals (en
aquest cas, un cercle) determinants del nostre espai sén presents al llarg
de més passos de la filtracio. En aquest cas, es mostren els diagrames de
persisténcia per a Hyp i H; en el mateix grafic. Al diagrama de I’esquerra
s’observa que hi ha una component connexa principal i un cicle (de
dimensi6 1) principal sobre el mostreig de les dades originals, X, mentre
que el diagrama de persisténcia de la dreta correspon a un mostreig de
les dades amb una petita pertorbacio, Y. Tant la mostra original com la
mostra amb soroll produeixen diagrames de persistencia similars, és a
dir, tindrien una distancia entre ells baixa, o bé una similaritat alta.

3.7 Altres transformacions sobre els resultats en homologia persistent

3.7.1 Paisatges persistents (persistent landscapes, PL) Una de les trans-
formacions més primerenques va ser la proposada per Bubenik el 2012 [11, 10].
Els paisatges persistents es desenvolupen per a construir funcions lineals a
trossos a partir dels diagrames de persistencia (PD) per a poder-hi fer analisi de
dades a posteriori (vegeu-ne un exemple a la figura 10). El paisatge persistent és
el conjunt de funcions {Ax: R — R}ken, on definim Ag(f) com el k-ésim valor
més gran del conjunt de numeros

{max(min(t — a;, b; — t),0)}",

on (ai, b;) son punts del PD, per a i € {1,...,n}. Aix0 ens permet estendre
una funci6 de R? a R, de manera que obtenim un espai de funcions separable
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(en aquest cas, un espai de Banach), i aixi podem fer inferéncia estadistica
dins d’aquest espai. Definint la p-distancia entre dos paisatges persistents, A
i A, com ||]A — A'|l, es pot demostrar que és estable respecte a la norma del
suprem [10].

A la figura 10 illustrem les transformacions que experimenta un diagrama
persistent fins a esdevenir un paisatge persistent. Aquestes representacions
van ser també estudiades per Chazal [25].

Diagrama de persisténcia (PD)

Paisatge persistent

-

A =0, k<4

Codi de barres

FIGURA 10: Exemple de transformaci6 d'un diagrama de persistencia (PD)
en un paisatge persistent (PL). Aquesta transformacié ens permet passar
d’un multiconjunt a un conjunt de funcions lineals a trossos on es pot
treballar estadisticament.

3.7.2 Vectoritzacions Consisteixen a vectoritzar directament el diagrama
de persisténcia en un espai euclidia, tal com es fa, per exemple, amb les imatges
persistents (persistent images, PI) [1]. En aquest cas, la vectoritzacio es duu a
terme de la forma segiient: es construeix una representacié en R" integrant
la densitat estimada d'un diagrama de persisténcia en una superficie. En al-
tres paraules, creen I’anomenada superficie persistent a partir dels diagrames
de persisténcia prenent la suma ponderada de gaussianes centrades a cada
punt del diagrama de persistencia. Es creen uns vectors, anomenats imatges
persistents, integrant la superficie persistent sobre una graella. Aixo permet
aplicar les técniques d’aprenentatge automatic per a espais vectorials finits.
Es demostra que les imatges persistents son estables respecte a la distancia
1-Wasserstein entre diagrames de persistencia [1], i que es poden concatenar
diagrames de persistencia de dimensions diverses en un tnic vector, de manera
que permet tenir en compte diferents dimensions d’homologia de cop. Les
imatges persistents s’han analitzat des del punt de vista estadistic en un treball
de Chen et al. [28].
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Trobem altres exemples de vectoritzacions a [3], on es modelen els diagra-
mes de persisténcia com una funcié de probabilitat bidimensional a 1’espai
vectorial tangent d'una varietat riemanniana, aixi com una proposta per a ser
usada en xarxes neurals profundes [59] o una transformaci6 dels diagrames de
persistencia en polinomis complexos [40], fet que permet treballar directament
a I’espai de funcions dels polinomis.

3.7.3 Vinyars D’altrabanda, Cohen-Steiner i els seus collaboradors ([31]) van
definir el concepte de vinyar (vineyard), que, en poques paraules, son diagrames
de persisténcia que varien en el temps. Ateés que podem tenir problemes alla
on el nostre espai topologic i el complex simplicial variin en el temps, i potser
volem saber com varien, es van definir els vinyars, que consisteixen a seguir les
trajectories dels punts d’'un diagrama de persisténcia inicial al llarg del temps.

Donat un conjunt de punts dinamic a 'espai X(t) = {x1(t),...,xn(t)},
obtenim el corresponent conjunt de diagrames de persisténcia PD(X(t)) per
a cada temps t. Aquest parametre temps és I'anomenat vinyar; cada punt
p € PD(X(t)) per sobre de la diagonal es mou al llarg del temps tracant una
corba, que s’anomena vinya (vine).

3.8 Programari per al calcul de ’lhomologia persistent

De la mateixa manera que hem mencionat les dificultats de generar un complex
simplicial a gran escala i la filtracié corresponent, un altre ambit en el qual s’ha
treballat intensament els darrers anys és el del calcul de I’'homologia persistent
des del punt de vista practic. L’algoritme classic del calcul de ’'homologia
persistent es basa en la reducci6 de la matriu de I'operador vora [44]. Podem
trobar propostes de millora en 1'algoritme en els treballs de Milosavljevic [74],
Chen [27], Lewis [70] i Boissonnat [9], per posar-ne uns quants exemples; a
més dels treballs de Bauer i els seus collaboradors [4, 6, 5], que proposen un
algoritme parallelitzable en que divideixen el complex simplicial sobre el qual
es calcula ’homologia persistent. A [79] podem trobar una analisi prou recent i
més completa dels diferents algoritmes i programari que existeixen.

Un dels programes més coneguts i usats és I'anomenat Ripser [94], un dels
més antics és Eirene [58] i un dels més actuals és Giotto [92]. Segurament, ens
n’estem deixant uns quants més, ja que en els ultims cinc anys hi ha hagut
molts avencos pel que fa a la implementaci6é de I'algoritme per al calcul de
I’homologia persistent.

D’altra banda, per a I’homologia d-persistent, el 2015 va apareixer RIVET
[93] per al calcul i la visualitzacio dels diagrames de persisténcia bidimensionals
(vegeu la subseccio 3.4), gracies al treball de Lesnick i Wright [69].

4 L’algoritme Mapper

D’altra banda, trobem un altre tipus d’algoritme molt diferent dels que calculen
I’homologia persistent que té en compte la topologia de les dades, pero d’'una
altra manera que expliquem a continuacio. Es tracta de 1'algoritme anomenat
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Mapper, que va ser introduit per Singh, Mémoli i Carlsson el 2007 [89] i po-
pularitzat i implementat els cinc anys segiients.” A grans trets, donada una
funcio de clusteritzaci6, I’algoritme genera un graf esquelet on es codifica la
interaccio entre els clusters detectats.

Els complexos de Cech son un cas particular de families de complexos
associades a recobriments oberts en el cas d’espais topologics. Donat un reco-
briment, U = (U;)c; d'un espai topologic M, és a dir, una familia de conjunts U;
tal que M = U, Uj, el nervi de ‘U és el complex simplicial abstracte C(‘U) que
té per vertexs els conjunts U; i tal que

K
o = [Uj,..., Ui, ] és un simplex de C(U) siinoméssi | U, + @.
j=0

Donat un recobriment, cada element del recobriment pot representar un
cluster local o un grup de punts que comparteixen alguna caracteristica comuna.
El nervi ens dona una descripcié compacta i global de la relacié entre aquests
conjunts U; i els seus patrons d’interseccio; en podem veure un exemple a
la figura 11. Usar els recobriments de nervi com una manera de compactar
informacié i visualitzar-la va ser la idea inicial de I'algoritme Mapper.

Uy U,

FIGURA 11: Nervi d'un recobriment sobre un conjunt de punts en el pla.

Sigui f: X — R4, 4 > 1, una funcié continua amb valors reals, i sigui
U = (U;)ier un recobriment de R%. El recobriment a partir del pull back de X
induit per (f,U) és la colleccio de conjunts oberts (f~1(U;))icr. El pull back
refinat és la colleccié de components connexes dels conjunts oberts f~1(U;),
iel.

La idea de I’algoritme Mapper és, donat un conjunt de dades X i una funcié
ben triada sobre els valors reals f: X — R4, resumir X a través del nervi del
pull back refinat d'un recobriment de ‘U de f(X). Per a recobriments ben triats,
el nervi correspon a un graf, una manera facil i util de visualitzar les dades
resumidament. Vegeu-ne una illustracio6 a la figura 12.

5 En aquest mateix periode, els autors de I'algoritme van crear una empresa per a explotar-lo a
nivell comercial.
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MQ

X

FIGURA 12: Recobriment refinat del pull back sobre la funci6 altura a
una superficie a R? i el nervi corresponent en forma de graf.

D’aquesta manera, la part més important és escollir la funci6 f, que sera la
nostra funcié de filtratge o clusteritzacio i que triarem en funci6 de I'aspecte
de les dades X que vulguem inspeccionar. D’altra banda, cal escollir bé el reco-
briment U de £(X) i, després, fer una bona clusteritzacio de les dades f~1(U)
en clusters, Cy,i,, a partir dels quals calcularem el nervi. Normalment s’usa un
parametre de resolucié per a determinar quan s’intersequen dos elements del
recobriment.

Podem trobar analisis d’estabilitat del Mapper en els treballs [19, 20], mentre
que la inestabilitat ha estat estudiada per Dey et al. [38, 39]. De la mateixa
manera que trobem programari o llibreries en Python per a usar de manera
practica I’homologia persistent, també existeixen implementacions del Mapper
en Python [95]. Remarquem, també, que I'algoritme Mapper va esdevenir una
companyia i I'algoritme va ser semiprivat durant un temps.

5 Aplicacions i evolucio de la TDA versus el ML

Al llarg de les seccions precedents, d’'una banda, hem introduit I’homologia
persistent, les seves propietats i la manera de codificar-ne la informacio6 resul-
tant mitjancant els diagrames de persistencia o els diagrames de barres; de
I'altra, hem vist que I'espai dels diagrames de persisténcia no sempre és I'adient
si volem usar-ne la informacié com a parametres d’entrada, per exemple, en
algoritmes de classificacido d’aprenentatge automatic. A la subsecci6 3.5 hem
vist que existeix un conjunt de transformacions que ens permeten passar d'un
espai amb mal comportament a d’altres amb els quals podem fer estadistica
(vegeu la figura 13). A continuaci6, es mostren diversos exemples, en ambits
molt variats, en qué s’ha aplicat I’homologia persistent com una eina per a
extreure informacié d'un conjunt de dades, normalment sorolloses.
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4 Espai de dades

Espai de diagrames de persisténcia

P s

funcions paisatges imatges vinyards
de nucli persistents persistents

Dimensio l

algoritmes d’ML

0

FIGURA 13: Esquema de la possible evoluci6 d’'una analisi de dades
via I'homologia persistent. Les dades inicials acostumen a viure en un
espai de dimensi6 elevada. L’homologia persistent permet comprimir la
informaci6 de les dades a R? i, mitjancant algunes transformacions, es
poden usar els resultats de ’homologia persistent com a dades d’entrada
d’algoritmes d’aprenentatge automatic.

Una de les primeres aplicacions de ’homologia persistent com una eina
per a classificar imatges la trobem a [71]. En aquest cas, s’arriba a una millo-
ra de la classificacié d'imatges gracies a la combinacié de 1'as dels diagrames
de persisténcia i la tecnica de BoF (bag-of-features) per a la classificacio de
dades.

D’altra banda, Yoo et al. ([97]) van utilitzar els vinyars per a determinar pro-
pietats dinamiques temporals del cervell sense imposar cap llindar a les dades
i d’'una manera robusta. Més concretament, determinen tasques especifiques de
connectivitats funcionals a partir de dades d’electroencefalogrames; comparen
els resultats obtinguts amb altres metodologies, com la PCA, i altres mesures
de xarxes. Els vinyars son la técnica més robusta, sense que calgui imposar un
llindar temporal a les xarxes d’entrada.

En trobem altres aplicacions en el camp de I'analisi de les series tempo-
rals [82], ja sigui en 'ambit de la genetica [81, 21] o utilitzant els paisatges
persistents per a analitzar séries temporals en economia [51]. També n’exis-
teixen en I’ambit de la ciéncia dels materials [68]. En el camp de les imatges
mediques, s’han tractat problemes de classificaci6 emprant o bé la distancia de
coll d’ampolla [2] o bé imatges persistents [1], i s’ha pogut estudiar I'arbre que
formen les artéries cerebrals [7].

La neurociéncia —i, més concretament, la classificaci6 del tipus de xarxes
(o grafs)— és un dels camps on més s’ha anat introduint I'as de la topologia
persistent [33, 90]. Amb 1'ts dels nuclis, trobem aplicacions tant en la classifi-
cacié d'imatges [84] (on es millora la taxa de classificaci6 en comptes d’usar els
paisatges persistents), com en la neurociéncia [60].

Entre el 2015 i el 2020, el nombre de treballs en els quals s’usa I’homologia
persistent com una eina per a 1'as i la classificacio de dades ha augmentat d’'una
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manera significativa i, a banda de les referéncies citades en aquest article, se'n
poden trobar moltes més.

Aixi mateix I’homologia persistent ha contribuit a millorar o entendre més
bé les xarxes neuronals convolucionals (convolutional neural networks, CNN).
Per exemple, els treballs de Guss i Salakhutdinov [54] i de Rieck et al. [85]
proposen una mesura de complexitat per a les arquitectures de xarxes neuro-
nals basades en TDA, i en un nou treball de Carlsson i Gabrielsson [13] es pot
veure que, aplicant eines topologiques a les xarxes convolucionals profundes
(deep convolutional networks), milloren els calculs d’aquestes xarxes. D’altra
banda, Naitzat et al. ([78]) revelen intuicions sobre com es comporten les xarxes
respecte a la topologia de les dades d’entrada en funci6 de la seva profundi-
tat. Podeu trobar més informacié sobre homologia persistent i aprenentatge
profund a [76].

Pel que fa a ’algoritme Mapper, en trobem algunes aplicacions a [72, 96, 89]
en diferents camps, des de la medicina fins a la politica i els esports.

6 Conclusions i remarques

Segurament aquesta revisio es deixa moltes referéncies, pero, si més no, espe-
rem que a partir de les que es faciliten el lector pugui trobar aquelles que més li
interessin, tant des d’'un punt de vista teoric com practic. Aixi mateix, esperem
que aquest resum de la TDA contribueixi a la difusié d’aquestes técniques
recents d’analisi de dades sense demanar al lector gaire coneixements previs
d’algebra o de teoria d’homologia. La intencié ha estat escriure un treball per a
tots els publics, de manera que qualsevol matematic de qualsevol ambit —tant
si és dins la recerca com si no— pugui seguir i entendre les idees principals
de I'homologia persistent i I'algoritme Mapper, aixi com la importancia que té
com una eina nova que es pot emprar en camps com I'aprenentatge automatic
i la intelligéncia artificial.
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Resum: En aquest article repassem alguns resultats classics sobre rectificabilitat i
altres resultats més recents que hi estan relacionats, com ara el teorema del viatjant de
comerc de Peter Jones o la resoluci6 de la conjectura 2 de Carleson. Per a aconseguir
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1 Introduccio

La noci6 de rectificabilitat té una gran importancia en analisi matematica. Els
conjunts rectificables apareixen de manera natural en I’analisi complexa, en la
teoria d’'integrals singulars de I’analisi harmonica, en el calcul de variacions,
en 'estudi de problemes de frontera lliure, etc. Per aquesta rao, I’'obtenci6 de
diferents criteris per a decidir la rectificabilitat o no d’'un conjunt ha estat
un camp de recerca important. D’aquesta qiiestio, se n’ocupa especialment la
teoria geometrica de la mesura, que va ser desenvolupada per a subconjunts
del pla a la primera meitat del segle xx per Bezikévitx, i, posteriorment, per a
dimensions superiors, per Federer, Marstrand, Mattila i d’altres.

En aquest article veurem alguns resultats d’analisi matematica referents a
la noci6 de rectificabilitat i certes funcions «quadrades» que involucren certs
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coeficients de tipus geometric, com les funcions de Jones o de Carleson. Co-
mencem recordant la noci6 de mesura de Hausdorff s-dimensional. Donat un
conjunt E c R4is, e > 0, definim

HEE) = inf{z diam(A;) : E c | J A;, diam(A;) < s},

1

on diam(A;) és el diametre de A; (el suprem de les distancies entre punts
de A;) i suposem que {A;}; és una familia numerable de conjunts. Aleshores,
la mesura de Hausdorff s-dimensional de E esta definida per

HS(E) = lim HS(E) = sup H; (E).

&0 e-0
Notem que el limit anterior esta ben definit (tot i que pot ser infinit), ja que
HZ(E) creix quan € — 0. En el cas s = 1, H ' (E) coincideix amb la noci6 habi-
tual de longitud definida sobre corbes o altres tipus de conjunts. Analogament,
quan s és un numero natural, /*(E) és el volum s-dimensional, que coincideix
amb altres definicions equivalents per a conjunts més suaus, modul un factor
constant dependent de s. Per exemple, per a E ¢ R4, H % coincideix amb la
mesura de Lebesgue en R4 multiplicada per una constant que només depén
de d.

Ara ja podem introduir la nocié de rectificabilitat. Diem que E ¢ R% és
1-rectificable si existeix una familia numerable de corbes Ij de longitud finita
tals que E esta contingut en | J; I}, modul un conjunt de longitud nulla (remar-
quem que estem identificant les nocions de longitud i de mesura de Hausdorff
1-dimensional). Aix0 equival a dir que

HI(E\UD)=0.

Es pot demostrar que s’obté una definici6 equivalent si se substitueixen les
corbes I; de longitud finita per imatges Lipschitz de R, és a dir, per conjunts
de la forma g;(R), on g;: R — R4 és una funci6 Lipschitz, o, fins i tot, per
corbes de classe C'.

Per a un nimero natural n > 1, la noci6 de n-rectificabilitat és analoga.
Diem que E ¢ R4 és n-rectificable si existeix una familia numerable de fun-
cions Lipschitz g;: R" — R4 tals que

3{"(E \ Ugi([kz")) =0.

Com en el cas n = 1, en aquesta definici6 podem substituir la condicio
Lipschitz per la condicio que les funcions g; siguin de classe C!.

Un conjunt E ¢ R% s’anomena purament no n-rectificable si E no té cap
subconjunt de mesura HH " positiva que sigui n-rectificable. Un exemple ti-
pic de conjunt purament no 1-rectificable de longitud positiva i finita és el
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conjunt de Cantor planari 1/4, que es construeix de la manera segiient. Con-
siderem un quadrat (tancat) Q° en el pla de costat 1. A continuacid, el subs-
tituim per quatre quadrats Qil, i=1,...,4, de costat 1/4 continguts en Q°,
de manera que cada Qi1 contingui una cantonada diferent de Q°. Analoga-
ment, en la generaci6 segiient, cada quadrat Qi1 se substitueix per quatre qua-
drats de costat 1/16 continguts en Qi1 tals que cadascun contingui un vertex
de Q}. Aixi, en aquesta segona generacio tindrem setze quadrats Ql‘-2 de cos-
tat1/16,amb i =1,...,16. Procedim inductivament, i denotem E,,, = Uf:’l Qnr
i E = ;-1 Em.- Com que considerem tots els quadrats anteriors tancats, es
compleix que E + (. Aquest és el conjunt de Cantor planari 1/4; vegeu la
figura 1. Notem que E,, esta format per 4™ quadrats de costat 4~™ i, per tant,
4Wl
H} o (E) < > diam(Q") = 212 peratot m > 1.
i=1

Fent m — oo, deduim que # '(F) < 22, Amb una mica més d’esfor¢ es de-
mostra que H '(E) > 0. Un resultat més complicat consisteix a demostrar
que també es té que H ' (E) = 21/2, de manera que H ' (E) = 21/2. El fet que
aquest conjunt és purament no 1-rectificable es pot demostrar de diverses ma-
neres. Potser la més senzilla consisteix a observar que les seves projeccions
ortogonals sobre 1'eix horitzontal i sobre I'eix vertical tenen longitud nulla, i,
després, aplicar un resultat (no gaire dificil) segons el qual si un conjunt té les
projeccions ortogonals de longitud nulla en dues direccions diferents, llavors
és purament no 1-rectificable; vegeu [13, capitol 18] per a més detalls.

oo oo oo oo
oo oo oo oo
oo oo oo oo
oo oo oo oo
oo oo oo oo
oo oo oo oo
oo oo oo oo
oo oo oo oo

FIGURA 1: Tercera generacio E3 del conjunt de Cantor planari 1/4.

En aquest article presentem diferents caracteritzacions de la rectificabilitat.
A la secci6 2 veurem un parell de criteris classics en termes de I'existéncia de
tangents i de I'existéncia de densitats. A la seccié 3 veurem altres resultats
relacionats amb la funci6 quadrada de Jones i el problema del viatjant de
comerc. Finalment, les seccions 4 i 5 estan dedicades a la soluci6 recent de la
conjectura €2 de Carleson, sobre la caracteritzacié dels punts tangents d’una
corba en termes de la funcié quadrada .
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2 Tangents, densitats i rectificabilitat

Remarquem que tot conjunt E ¢ R4 #"-mesurable amb H"(E) < « es pot
posar com E = F U G, on F és n-rectificable i G és purament no n-rectificable.
Aix0 es pot demostrar de la manera segiient: sigui t = sups H"™(E n A), on
el suprem es pren sobre tots els conjunts de Borel, A, que sén n-rectificables.
Llavors, per a cada j > 1, sigui Aj n-rectificable i de Borel tal que H"(ENA;) >
t—1/j. Es comprova facilment que el conjunt F = (J; A; és n-rectificable i E\ F
és purament no n-rectificable. A més a més, també és senzill comprovar que
la descomposicio E = F U G és inica modul conjunts de mesura " nulla.

Seguidament enunciarem un criteri que caracteritza els conjunts rectifica-
bles en termes de tangents aproximades. Per fer-ho, ens cal introduir previa-
ment terminologia i notaci6 addicionals. Donat un punt x € R4, un n-pla (o
varietat lineal n-dimensional) L ¢ R4 tal que x € L, i un parametre 0 < s < 1,
considerem el doble con tancat amb vertex x i eix L donat per

X(x,L,s)={y e R4:dist(y,L) <s|y - x|};

vegeu la figura 2. Diem que L és tangent a F en x si, peratot 0 < s < 1,
existeix un r > 0 tal que
EnB(x,r)\ X(x,L,s) = 0.

D’altra banda, L és tangent aproximat a E en x si, peratot 0 < s < 1,

limi}["(]:" NB(x,r)\ X(x,L,s)) =0.

r—-0r"
Es a dir, la mesura H"™(E n B(x,r) \ X(x,L,s)) en relaci6 amb r" és negligi-
ble quan v — 0. El lector ha de pensar que, en canvi, «tipicament» la mesu-
ra H"(E N B(x,r)) és comparable a v'* quan n — 0. De fet, un resultat classic
de teoria geometrica de la mesura afirma que, si 0 < H "(E) < o0, llavors

27" < limsuprin:i{”(E NB(x,r)) <1 (2.1)
r—0

per a H"™-quasi tot x € E, és a dir, per a tot x € E llevat d'un conjunt de
mesura " nulla.

L

FIGURA 2: Un con en R? definit per X(x,L,s), amb s determinat per
I’angle 6.
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El teorema segiient és degut a Bezikovitx enel cas n = 1,d = 2, i a Mars-
trand en el cas general [11].

TEOREMA 2.1. Sigui n € N i sigui E ¢ R un conjunt H"-mesurable tal que
H"(E) < . Llavors:

(a) E és n-rectificable si i només si existeix algun n-pla tangent aproximat
en x per a H"-quasi tot x € E.

(b) E és purament no n-rectificable si i només si, per a H "-quasi tot x € E,
no existeix cap n-pla tangent aproximat en x.

Observeu que 'existencia o no de tangents és una propietat de tipus local,
mentre que la definicié de rectificabilitat és de tipus global. Noteu també que,
amb una ullada rapida a la figura 1, es pot intuir que el conjunt de Cantor pla-
nari 1/4 no té tangent aproximada en cap punt i, per tant, el teorema anterior
ens confirma que és purament no rectificable.

Sorprenentment, la rectificabilitat també es pot caracteritzar en termes de
densitats. Donats E ¢ R4 i x € R4, les densitats n-dimensionals superior i
inferior de E en x son, respectivament,

O*"(x,E) := 1in2§(§lp 3{%(15(;71)3296,1’))’

H"™(E N B(x,r))
(2r)n

(2.2)

O%(x,E) := liminf
r—0

Si aquestes densitats coincideixen, llavors 0" (x,E) := 0*"(x,E) = Q% (x,E)
s’anomena densitat n-dimensional de E en x. Noteu que la densitat @*" (x, E)
ha aparegut a (2.1).

TEOREMA 2.2. Sigui n € N i sigui E ¢ R un conjunt H"-mesurable tal que
HM™(E) < . Llavors,

(a) E és n-rectificable si i només si O™ (x, E) existeix i és igual a 1 per a H"-
quasi tot x € E.

(b) E és purament no n-rectificable si i només si 0% (x, A) < 1 per a H"-quasi
totx € E.

Aquest teorema és degut a Bezikévitx peran = 1, d = 2; a Marstrand [10]
peran = 2,d = 3,1 a Mattila [12], per a n, d arbitraris. A més a més, en el
cas n = 1, d = 2, Bezikévitx va demostrar que si E és purament no 1-recti-
ficable, llavors ©L (x,E) < 3/4 per a # !'-quasi tot x € E. Es conjectura que
aquesta fita també és certa substituint 3/4 per 1/2. Aquest és ’lanomenat pro-
blema 1/2 de Bezikévitx, que encara esta obert.

Una mesura de Borel u de R s’anomena n-rectificable si és de la forma p =
p H"™ g, on E C R4 és n-rectificable i p és una funci6 positiva de L (H™|g).
L’any 1987 David Preiss ([17]) va demostrar el resultat segiient, considerat una
de les maximes fites de la teoria geomeétrica de la mesura.
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TEOREMA 2.3. Sigui yu una mesura de Borel en R%. Es compleix que u és n-rec-
tificable si i només si la densitat

limu(B(x,r))

r—-0 (2r)n (2.3)

existeix i és no nutla per a p-quasi tot x € R4,

Remarquem que la implicacio dificil del teorema és la que afirma que I’exis-
tencia del limit (2.3) i el fet que sigui no nul impliquen la n-rectificabilitat
de E. Notem també que, per a E ¢ R% amb H™(E) < oo, prenent u = p H"|
deduim que E és n-rectificable si i només si @"(x, E) existeix i és no nul per
a H"-quasi tot x € E. Clarament, hi ha una gran semblanca entre aquesta
afirmacio i (a) en el teorema 2.2. La diferéncia essencial és que per a demos-
trar la n-rectificabilitat de E, en (a) del teorema 2.2 se suposa que la densi-
tat O(x,E) = lim, g W és exactament 1, mentre que en el teorema
anterior simplement s’afirma que el limit existeix i és no nul. Aquest fet fa que
la demostracié del teorema de Preiss sigui molt més complicada.

Un concepte fonamental per a demostrar el teorema de Preiss és el de
mesura tangent. Diem que v és una mesura tangent a y en x si existeix una
successio de radis 1y — 0 tals que les mesures v definides per

1
Vi(A) = —————— u(x + A eratot Ac R4
k(A) H(B(X,Tk))u( A) D

convergeixen feblement a v. De vegades, també es diu que v és un esclatament
(blow up en anglés) de u en x. Les mesures tangents a g en un punt x ens
aporten informacié del comportament local de la mesura u a prop de x. En
certa manera, les mesures tangents son I'analeg a la nocié de derivada per a
una funcio.

Es demostra que el fet que per a y-quasi tot x € R4 la densitat (2.3) existeixi
i sigui no nulla implica que, per a p-quasi tot x, tota mesura tangent v a g en x
és n-uniforme, és a dir, existeix una constant ¢ > 0 tal que

v(B(x,r)) =cr™ peratot x € supp(v)itotr > 0.

Aquest resultat permet reduir la demostracio del teorema 2.3 a I’estudi de les
mesures n-uniformes. En efecte, observem que, si L ¢ R4 és un n-pla, llavors
la mesura v = H"|; és n-uniforme. Reciprocament, si es complis que tota
mesura n-uniforme és de la forma ¢ H"|;, llavors essencialment es podria
demostrar el teorema 2.3 aplicant la caracteritzacio dels conjunts rectificables
en termes de ’existencia de tangents del teorema 2.1. Aixo s’explicaria perque,
a escales cada cop més petites, la mesura p tendiria a ser una mesura de la
forma ¢ H{"|;, en queé L seria un n-pla.

Per an =1 o 2, certament es compleix que tota mesura n-uniforme és del
tipus ¢ H ™|z, on L és un n-pla. Tanmateix, per a n > 3 aix0 no és correcte.
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De fet, Kowalski i Preiss ([8]) van demostrar que la mesura # 3 sobre el con
3-dimensional de R* definit per ’equacio
X3 =x%+ x5 +x3

és 3-uniforme. En lloc de caracteritzar les mesures n-uniformes, en el tre-
ball [17] Preiss demostra determinades propietats d’aquestes mesures que li
permeten provar el teorema 2.3 mitjancant un argument de connectivitat. Re-
marquem que la caracteritzacio de les mesures n-uniformes és un problema
obert forca dificil. De fet, fins fa poc ni tan sols se sabia si hi havia mesures
n-uniformes essencialment diferents de la descrita anteriorment. Un progrés
important recent és degut a Nimer [15], que mostra que n’hi ha moltes més
i dona una caracteritzaci6 completa de les mesures 3-uniformes coniques
de R>.

3 El teorema del viatjant de comerc¢ de Peter Jones
i els coeficients 8

Els resultats descrits a la secci6 anterior en els teoremes 2.1, 2.2 i1 2.3 s6n de
naturalesa qualitativa. Tanmateix, per a ’aplicaci6 a certs problemes d’analisi
harmonica relacionats amb les integrals singulars i les singularitats evitables
per a les funcions holomorfes acotades, son necessaris resultats de tipus més
quantitatiu. Aquesta va ser la motivacié que va portar Peter Jones a demostrar
el 1989 el que es coneix com a teorema del viatjant de comer¢ de I'analista,
un resultat que ha estat molt influent en I’analisi geometrica de les darreres
decades. Per a enunciar aquest resultat, necessitem definir primer els coefi-
cients B.: donat un cub Q ¢ R4, denotem
. dist( y,L)}

B e(Q) ngf{yilélmoQ Q)
on I'infim es pren sobre totes les rectes L ¢ R4 i £(Q) és la longitud del
costat de Q. Es a dir, 20(Q) B £(Q) és 'amplada de la banda més estreta que
conté E n Q. El coeficient B £(Q) és invariant per escales i mesura com és de
proper a una recta el conjunt En Q, de manera que, en particular, 8, £(Q) =0
si E N Q esta contingut en alguna recta L; vegeu la figura 3.
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FIGURA 3: La banda d’amplada minima que conté E N Q (ombrejada a la

figura) coincideix amb 2 B £(Q) £(Q). El conjunt E N Q esta format en
aquest cas per les dues corbes en negreta.
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TEOREMA 3.1 ([7]). Un conjunt E C R4 esta contingut en una corba de longitud
finita si i només si
>, Bop(3QH(Q) < o, (3.1)
QeD
on D és la familia de tots els cubs diadics de R% i 3Q denota el cub concéntric
amb Q de costat 3¢(Q). En aquest cas, la longitud de la corba més curtal que
conté E satisfa

c NI < diam(E) + > Bwr(3Q)%0(Q) < c HIUI), (3.2)

QeD
on ¢ > 0 és una constant absoluta dependent només de d.

Notem que el resultat proporciona una estimacié optima, llevat de cons-
tants, de la longitud de la corba més curta que connecta tots els punts del
conjunt E. Aquesta és la rad per la qual rep el nom de teorema del viatjant
de comer¢. Remarquem que aquest teorema va ser provat per a subconjunts
de R? per Jones a [7], mentre que I’extensi6 a subconjunts de R4 amb d > 3
d’'una de les implicacions del teorema (concretament, del fet que si E esta
contingut en una corba T, llavors la segona desigualtat de (3.2) és valida) és
deguda a Okikiolu [16].

Per a entendre I'equacio (3.2), considerem el cas en que el conjunt E coin-
cideix amb la corba I'. Considerem també aproximacions I} de I formades per
segments de longitud comparable a 2%, com a la figura 4.

FIGURA 4: La corba I i les successives aproximacions Iy, I, I5.

Essencialment, els coeficients B r mesuren l'increment de longitud entre apro-
ximacions successives I} de I', de manera quel

H (1) - HY(T) ~ > B (3Q)24(Q). (3.3)
QeD:(Q)=2"k

Aix0 es deu al fet que, pel teorema de Pitagores, quan substituim un segment
de longitud ¥ per dos altres segments que formen un triangle d’altura h < £
com en la figura 5, 'increment de longitud és:

Qh)2+ 02— 0 ~ (%)23 _ g2,

on B+ és'amplada de la banda més estreta que conté el triangle.

1 La notaci6 a ~ b significa que a i b sén comparables, és a dir, que existeix una constant
absoluta C > 0 tal que C"'b <a < Cb.
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i

?

FIGURA 5: L’increment de longitud entre el segment de la base i la corba
formada pels altres dos costats del triangle és comparable a f2¥, on
B = h és 'amplada de la banda més estreta que conté el triangle.

Aleshores, sumant (3.3) des de k = 0 fins a o, tenim que

HEUT) —HITo) = D Bor(3Q)24(Q),

QeD

amb H (Iy) = diam(I), de manera que obtenim (3.2). Tot i que aquest argu-
ment no és prou rigoros i cal modificar-lo adequadament (sobretot en el cas
de conjunts E arbitraris), si que ens proporciona la idea principal que hi ha
darrere de la demostraci6 del teorema 3.1.

A continuaci6é enunciarem un resultat de Bishop i Jones de ’any 1994 que
caracteritza les tangents a una corba de Jordan en termes dels coeficients S r.
Per fer-ho, és convenient canviar els cubs Q en la definici6 dels coeficients B
per boles B(x, ). Més concretament, donats un conjunt E ¢ R4 i una bola B,

denotem dist(v. 1)
_ ist(y,
o E(B =1nf5L su 7},
Beo (B) L yeElr:w)B r(B)

on I'infim es pren sobre totes les rectes L ¢ R4 i v(B) denota el radi de B.
També escriurem B« £(x,7) enlloc de B g (B(x,7)). Tenim:

TEOREMA 3.2 ([4]). Sigui I ¢ R? una corba de Jordan. Aleshores, llevat d’'un
conjunt de mesura H'' nulla,

1 ar
J [300,r(x,1f)2 - <o perax €' < T téunatangenten x. (3.4)
0

Remarquem que la funcio

1
I = | Barter?

rep el nom de funcio quadrada de Jones. Préviament als treballs de Jones re-
lacionats amb el teorema del viatjant de comerc, en I'’estudi de la suavitat de
les funcions dins I’analisi de Fourier, havien aparegut altres funcions més o
menys analogues. El teorema del viatjant de comerc de Peter Jones esta parci-
alment inspirat en técniques i resultats d’aquest camp.

Els resultats anteriors s’han estés a conjunts n-rectificables, amb n > 1,
de diverses maneres. En particular, David i Semmes, a la década del 1990,
van definir i estudiar la noci6 de n-rectificabilitat uniforme [5], que es pot
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caracteritzar en termes de certs coeficients , ¢ que definim tot seguit. Donat
un conjunt 4 "-mesurable E ¢ R4, 1 < p < o, x € R4, i > 0, denotem

1/p

o1 dist(y,L)\? .,
BV‘E(X’T)_HLlf( JEGB(X,V)( r ) st (y)) ’

Tn

on I'infim es pren sobre tots els n-plans L ¢ R4,

En lloc d’enunciar cap resultat relacionat amb rectificabilitat uniforme, que
potser ens portaria massa lluny, enunciarem un resultat més recent en termes
dels coeficients B> g, degut a Azzam i Tolsa.

TEOREMA 3.3. Sigui E C R"™ H{ "-mesurable i tal que H"(E) < oo. Llavors, E és
n-rectificable si i solament si

1 dr
J 32,5(96,1’)27 < oo peraH"-quasitot x € E. (3.5)
0
El fet que els conjunts n-rectificables satisfan (3.5) va ser demostrat a [18] i
la implicaci6 contraria, a [1]. Remarquem que, més recentment, la relacié entre
els coeficients B  ila rectificabilitat ha estat essencial per a resoldre diversos
problemes de frontera lliure per part de Naber i Valtorta [14].

4 La conjectura > de Carleson

En aquesta secci6 parlarem de la resolucio de la conjectura £ de Carleson.
Lennart Carleson és un matematic suec que ha fet contribucions fonamen-
tals a l’analisi harmonica i a la teoria dels sistemes dinamics. Es especial-
ment conegut per haver demostrat que la serie de Fourier de qualsevol fun-
ci6 de L?([0,21r]) convergeix puntualment quasi per a tot punt. Entre moltes
altres distincions, va rebre el premi Abel I'any 2006.

Per a poder enunciar la conjectura &2 de Carleson, ens cal introduir prévia-
ment els coeficients &(x,*). Sigui I' ¢ R? una corba de Jordan, i siguin Q*, Q-
les components acotada i no acotada de R? \ I, respectivament. Donats x €
I, v > 0, siguin I*(x,r) i I (x,r) arcs de longitud maxima continguts en
QO NoB(x,r)iQ~ NnoB(x,r), respectivament; vegeu la figura 6.

ﬂ (X, 1)

N

FIGURA 6: Dos dominis de Jordan Q7, amb els arcs I (x,r), I~ (x,7),
corresponents a certs x, r.
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Siguin 6* (x,7) els angles dels arcs I*(x,r). Llavors, denotem
e(x,r) =max(| - 07 (x,7r), It = 0 (x,7)).

La funci6 quadrada E de Carleson esta definida per
1
T(x) = J e(x,r)? ar.
0 r

Recordem que, per definicio, una recta L ¢ R? és una tangent a I' en x si,
per atot 0 < s < 1, existeix un v > 0 tal que

I'nB(x,r)\ X(x,L,s) = 0.

Diem que L és una tangent per al domini de Jordan Q* (en qué I' = Q%) si, a
més, es compleix que una component de B(x,7) \ X(x,u,s) esta continguda
en QF il'altra en Q™ (per a tot s € (0,1) i » prou petit dependent de s).

La conjectura £° de Carleson afirma que, llevat d’un subconjunt de longi-
tud nulla de T, E(x) < o sii solament si QF té una tangent en x. Aquesta
conjectura ha estat demostrada recentment:

TEOREMA 4.1. Sigui I una corba de Jordan i Qt, Q™ les components acotada i
no acotada de R? \ T, respectivament. Aleshores, llevat d’'un conjunt de mesu-
ra H' nuHa,

1 d
J £(x,r)? TT <operax el < Q té una tangent en x. (4.1)
0

El fet que E(x) < oo per a H !-quasi tot punt x on existeix una tangent
per QF va ser demostrat per Chris Bishop a la seva tesi doctoral 'any 1987
(dirigida per Peter Jones), i fou publicat posteriorment en un article conjunt
de Bishop, Carleson, Garnett i Jones [3]. La implicacié contraria, que podem
considerar com la més dificil, va ser demostrada recentment en un treball
conjunt de Jaye, Tolsa i Villa [6]. Notem que en el cas en qué H1(T) < o, la
corba I és 1-rectificable i, per tant, té una tangent aproximada per a H '-quasi
tot x € I. Per tant, el cas més interessant és aquell en qué H1(I') = o, on
I' pot ser purament no 1-rectificable (és el cas de la corba tipus floc de neu a
I’esquerra de la figura 6).

La primera vegada que s’esmenta la conjectura £ és a la tesi doctoral de
Bishop, el qual es va plantejar aquesta qiiestié per les seves connexions amb
la mesura harmonica. De fet, la seva demostraci6é de «E(x) < o = existeix
una tangent a Q* en x, per a # !-quasi tot x € I'» es basa en una coneguda
estimacio per la mesura harmonica deguda a Beurling i en el fet que la mesura
harmonica és mutuament absolutament continua amb la mesura de longitud
en els punts tangents d’'una corba de Jordan. Posteriorment, Bishop proposa
la conjectura 2 a I’article [2], que atribueix a Carleson. Tanmateix, sembla que
Carleson no va formular aquesta conjectura en cap article seu i probablement
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no la va escriure explicitament enlloc, tot i que és evident que coneixia aquest
problema, tenint en compte que és coautor de [3].

Observem la semblanca entre les afirmacions (3.4) i (4.1). Es natural pre-
guntar-se si un teorema es pot deduir de I’altre. De fet, és facil comprovar que
per a tot punt tangent x € I', si ¥ és un radi prou petit, llavors

&(x,r) < cPBor(x,r),

per a alguna constant fixada c. Aix0 es pot deduir amb arguments geome-
trics senzills. Fixeu-vos en la figura 7: si denotem per v i z els extrems de
I'arc I (x,r), com en la figura, és clar que el triangle amb vertexs x, v, z
ha d’estar contingut en la banda d’amplada minima que conté I' N B(x,7)
(aqui suposem que B(x,7) és tancada). Per tant, Bw,(x,y,z} (X, 7) < Bor(X,7),
o equivalentment, ’altura del triangle des del vertex x fins al costat yz ha de

ser més petita que 'amplada de ’esmentada banda. Es a dir, ¥ cos m <
2% B, o (x,7). Per tant,
_ A+ +
Tt — 0% (x,7)| = sin%‘ = ‘cos%‘ <2 Bor(x,7r).

Evidentment, la mateixa estimaci6 és certa canviant 6% (x,) per 6~ (x,7r), i
llavors deduim que efectivament &(x,%) < ¢ Bor(X,¥). A partir d’aquest fet
i del teorema 3.2 obtenim una nova demostracio de la implicacié «<» en (4.1),
diferent de 1’original de Bishop.

Boor(x,7)2¥

FIGURA 7: Comparaci6 entre B r(x,7) 1 (x,7).

D’altra banda, la desigualtat contraria, £(x,¥) = ¢ for(x,7), és falsa. En
efecte, observeu que a la figura 8 tenim un exemple en qué (x,r) = 0, mentre
que Bor(x,r) > 0.
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Boor(x,7) ZVI

FIGURA 8: Un cas en que &(x,7) = 01 Bur(x,7) > 0.

5 Idees principals per a la demostracio de la implicacio «=»
en (4.1)

En aquesta darrera seccio descriurem les idees principals de [6] per a demos-
trar que, modul un conjunt de longitud nulla,

1
J £(x,r)? g <ooperaxel = QFtéunatangenten x. (5.1)
0

Una de les dificultats importants per provar (5.1) es deu al fet que els coefi-
cients £(x,r) son forca inestables. Es a dir, el valor de &(x, ) pot canviar dras-
ticament si x o ¥ canvien lleugerament. A més a més, pot ocorrer que &(x,7)
sigui nul, mentre que &(x,¥/2) no. En canvi, els coeficients B r(x,7) sén molt
més estables, i és facil comprovar que fr,(X,%/2) S Br,«(x,7). Aquesta és
una de les raons per introduir uns nous coeficients xg (x, 7).

Donada una funci6 radial @ € C®, positiva, i de la classe de Schwartz,? i
donat r > 0, denotem @, (x) = %2 cp(%). Donat x € I', considerem el coeficient

Qp(x,7) = UQ Qr(x —y)dy - LR% @r(y)dy‘-

Observeu que el cas en que Q% sigui un semipla amb vora I' passant per x,
llavors ag (x,7) = 0 per a tot ¥ > 0 (el mateix passa amb el coeficient (x,7)
i amb B r(x,7)). De fet, integrant en coordenades polars es pot comprovar
que

J aw(x,r)zd—TsJ e(x,r)zd—r.
0 4 0 r

2 En cas que el lector desconegui que és la classe de Schwartz, pot pensar que @ simplement
. : 2 . : 2 2
és una funcié C® amb suport compacte, o bé la funcié @ (x) = e~ 1*I°,
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A partir d’aqui es dedueix que, si la integral en (5.1) és finita, llavors també

1
J o (x,7)? dr < o0,
0 4

La demostraci6 de la implicacio (5.1) té dues parts principals. La primera
consisteix a obtenir el resultat seglient:

LEMA 5.1. Sigui Q* C R2 un domini de Jordan iT = 9Q*. Sigui @(x) = e~ *I°,
Sigui pu una mesura amb suport aT tal que u(B(x,t)) <t per a tot x € R?
it > 0. Sigui B una bola centrada enT tal que

u(B) =z r(B). (5.2)

Per a tot € > 0, existeix 6 > 0, tal que si

107 (B) dt
[ ] e+ ot 02 du) S < suaon), (5.3
108 Jo t

llavors
Boo,l" (B) =&

La demostracié d’aquest lema és la part més nova i dificil de [6]. Es duu
a terme per arguments de compacitat. La idea és la segiient. Suposem que el
lema no és cert. Llavors existeixen una successié de dominis de Jordan Q;, me-
sures [ i boles By que satisfan (5.2)1(5.3),amb 6 = 1/k, tals que B, (Bk) = €.
Reescalant, podem suposar que By = B(0, 1), i llavors passant al limit (en la
distancia de Hausdorff) i prenent una successié parcial si cal, «<idealment» ar-
ribem a un domini Q* i una mesura p tals que F, (x) s’anulla a supp un10B C
I =0Q% on

Fr(x) = JQ %exp(lx —yIFrt)dy - %
Observem que F, és una funcié real analitica i, per tant, supp u n 10B esta
contingut en una varietat real analitica. L’'objectiu llavors és demostrar que
I' N B és una recta. Aixo contradiria el fet que B« 1, (B) = € per a tot k (la qual
cosa implica que B r(B) > & passant al limit).

L’argument descrit en el paragraf anterior té una dificultat important (que
es resol adequadament a [6]): els dominis i les corbes de Jordan no son estables
per pas al limit en la distancia de Hausdorff. De fet, si tenim que Q; — G,
Qp — G7, Ik = Go, localment en la distancia de Hausdorff, pot ocorrer que Go
ni tan sols coincideixi amb la fronterade G* 0 G™.

El segon lema principal per a la demostraci6 de (5.1) és el segiient:
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LEMA 5.2. Siguin @ > 0 i & > 0. Sigui Q* C R? un domini de Jordan iT = 0Q*.
Sigui By una bola centrada en T i sigui u una mesura amb suport al n By tal
que u(B(x,t)) <t i que satisfa

e (By) = v (Bp).
e Bor(B) < 6 per a tota bola B centrada enT tal que u(B) = 07 (B).

e Per a una funcio radial ¢ € C*, positiva, amb suport compacte, es com-
pleix que

1007 (Boy) At
J J (X, 0)% == du(x) < § u(R?).
R2 JO t

Si 0 > 0 és prou petiti 6 = 6(0) també és prou petit, llavors existeix un graf
Lipschitz A tal que

H(A) = 2 (Bo).

Aquest lema es demostra mitjancant tecniques de rectificabilitat quanti-
tativa i arguments de temps de parada inspirats per tecniques desenvolupa-
des per David i Semmes [5] i Léger [9]. Un ingredient essencial prové d'una
estimacio de Fourier que afirma que, si Iy C R? és el graf d’una funcio
Lipschitz A: R — R amb pendent prou petit i suport compacte i denotem
Qa = {(x1,x2) € R?: x2 > A(x1)}, llavors

© ar ,
LA JO i, (6,72 L9 () ~ 1A',

Notem que aquesta estimacié ens diu, en particular, que si la integral de I'es-
querra és molt petita, llavors Q4 és molt proper al semipla superior de R?, ja
que [|[A']], < 1.

Per deduir la implicaci6é (5.1) a partir dels lemes 5.1 i 5.2, raonem de la
manera segiient. Suposem que existeix un conjunt E ¢ T amb H ! (E) > 0 tal
que, per a tot x € E, E(x) < o pero la tangent en x no existeix. Sigui F C E
amb 0 < H(F) < oo isigui yu = %5—[1 |F. Reduint F i reescalant si cal, podem
suposar que p(B(x,r)) <r peratot x € R2ir > 0,ique, per atot x € F,

1
J [e(x,7)% + ot (x,7)?] dar <.
0 v

Per propietats estandard de les mesures de Hausdorff, trobem una bola By
tal que u(By) = v(By) < 1. Aplicant els dos lemes anteriors, trobem un sub-
conjunt 1-rectificable Fy C F tal que H ' (Fy) > 0. Per tant, aquest conjunt té
tangent aproximada a gairebé tot punt (respecte a H!), pel teorema 2.1. A
més, aplicant novament el lema 5.1 és facil comprovar que aquestes tangents
sobre 'existéncia del conjunt E ¢ T amb #'(E) > 0 tal que, per a tot x € E,
E(x) < oo pero la tangent en x no existeix.
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